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Teoria de la Computabilidad
Clase 0

Repaso de la parte de Computabilidad de LyC
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Composicién y recursién primitiva

Definicién
Sea f:NK¥ 5 Nygy,...,gc:N" = N. h: N" = N se obtiene a
partir de f y gi1,...,8k por composicidn si

h(xy, ... xn) = f(g1(x1, - xn), - - 8k (x1s - -, Xn))

Definicion
h: N1 — N se obtiene de g : N™*?2 - Ny f : N” — N por
recursidn primitiva si

h(xt,...,%xn,0) = f(x1,...,%n)
h(xt,...,xnt+1) = g(t,x1,...,Xn, h(x1,...,Xn,t))



Funciones primitivas recursivas P,

Funciones iniciales

» O(x)=0

» S(x)=x+1

» I'(x1,...,xn) = X; paratodon>1y i€ {1,...,n}
Definicién

La clase P; de funciones primitivas recursivas es la clase de
funciones mas chica:

» conteniendo las funciones iniciales

» cerrada por composicidn

» cerrada por recursidn primitiva



Ejemplos de funciones en P;

» funciones aritméticas basicas: suma, resta, producto, potencia

» conectivos booleanos: A, V, = (verdadero se interpreta como
1y falso como 0)

» predicados aritméticos basicos: =, <

» definicién por casos: si g1,...,8m, hE€P1y p1,...,Pm € P1
son predicados mutuamente excluyentes entonces también
estd en P; la funcién

g1(x) si p1(X)
8m )?) si pm()_{)
h(x si no

» sumatorias y productorias: si f € P entonces también estan
en P; las funciones

gy, )= _f(t,x) v  hy,)=]]ft%
t=0



Ejemplos de funciones en P;

» cuantificadores acotados: si p € P; es un predicado entonces
también estan en Ps:

(V)<y p(t;X) vy (Bt)<y p(tX)

> minimizacién acotada: si p € P; es un predicado entonces
también estd en P; la funcién
minimo t < y tal que

. si existe tal t
p(t, X) es verdadero

min p(t, x) =

y+1 si no
» codificacién y decodificacién de k-uplas:
(Xl,...,Xk> TF,'(Z)
» codificaciéon y decodificacidén de secuencias:

[x1, ..., Xn] z[i]



Recursidon course-of-value

Teorema

Py esta cerrada por recursion course-of-value en donde la
definicion de f(X,y + 1) involucra no solo el dltimo valor f(X, y)
sino también cualquier nimero (quiza todos) los valores
(f(X,z))z<y. Mds formalmente, si definimos la funcion de historia

f()?v)/) = [f(X.0),....f(X,¥)],

tenemos que si g, h € P1 entonces también esta en Py la funcion f
definida como:

f(x,0) = g(x) )
f(X,y+1) = h(X,y,f(X,y))
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Recursion simultanea

Teorema

‘P1 estd cerrada por recursion simultdnea en donde un ndmero
finito de funciones fi, ..., f, se definen simultineamente y la
definicion de f(X,y + 1) puede involucrar no solo f,(X,y) sino
también cualquier nimero (quizd todos) los valores (fi(X, y))i1<i<n-
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Funciones parciales

Una funcién parcial es simplemente una funcién que puede
indefinirse en algunos (quiza todos) sus argumentos.

Una funcién parcial es total si se define para todos sus argumentos.
Las funciones primitivas recursivas son totales.

Solo trabajamos con funciones N¥ — N.

Notamos
» f(X) | cuando f estd definida en X
» f(X) T cuando f estd indefinida en X

El dominio de una funcién es conjunto de argumentos en el que la
funcién se define:
dom f = {X: f(X) |}.

Si f y g son funciones parciales, por f(x) = g(X) nos referimos a
[F(x) T Ag(X) 1]V [F(X) L ng(X) L AF(X) = g(X)]-
——

~—~



Maquinas de Turing

wloftf1fofofoforfof«]]-

]

Se compone de :
> una cinta
» dividida en celdas
» infinita en ambas direcciones
» cada celda contiene un simbolo de un alfabeto dado X.
> x € X
» LR¢Y
* representa el blanco en una celda
Ly R son simbolos reservados (representardn acciones que
puede realizar la cabeza)
» una cabeza
> lee y escribe un simbolo a la vez
> se mueve una posicion a la izquierda o una posicién a la
derecha
» una tabla finita de instrucciones
» dice qué hacer en cada paso

13



Tabla de instrucciones

» Y esel alfabeto. L,R¢ %, x € L.
> @ es el conjunto finito de estados
» A=X U{L, R} es el conjunto de acciones
» un simbolo s € ¥ se interpreta como “escribir s en la posicién

actual”

» L se interpreta como “mover la cabeza una posicién hacia la
izquierda”

> R se interpreta como “mover la cabeza una posicién hacia la
derecha”

Una tabla de instrucciones T es un subconjunto (finito) de
QAXXELXAXQ

La tupla
(9,s,2,4) €T

se interpreta como

Si la maquina estd en el estado q leyendo en la cinta el
simbolo s, entonces realiza la accién a y pasa al estado q'

14



Maquinas de Turing

Una maquina de Turing es una tupla

(X,Q, T, q0,qr)

donde

>
>

v

¥ (finito) es el conjunto simbolos (L,R ¢ ¥,x € ¥)
Q (finito) es el conjunto de estados
> tiene dos estados distinguidos:
> qo € Q es el estado inicial
> gr € Q es el estado final

TCQRXXIXxXU{L R} x Q eslatabla de instrucciones
> va a ser finita porque ¥ y Q lo son

cuando no hay restricciones sobre T decimos que M es una
maquina de Turing no determinisitca

cuando no hay dos instrucciones en T que empiezan con las
mismas primeras dos coordenadas, decimos que M es una
mdquina de Turing determinisitca

Si no decimos nada, es una maquina de Turing deterministica.

15



Representacidon de nimeros y tuplas en la cinta

Fijamos ¥ = {x,1}.
> representaremos a los nimeros naturales en unario (con
palotes).
» el nimero x € N se representa como
x=1...1

——
x+1

» representamos a las tuplas (xi, ..., X,) como lista de
(representaciones de) los x; separados por blanco
» la tupla (x1,...,x,) se representa como

16



Funciones parciales computables
Una funcién (parcial) f : N — N es parcial computable si existe una
méquina de Turing deterministica M = (X, Q, T, qo, gr) con X = {x,1}
tal que cuando empieza en la configuracién inicial

(con los enteros x; representados en unario y nada mds en la cinta de
entrada salvo la representacién de la entrada):

> si f(x1,...,X,) | entonces siguiendo sus instrucciones en T llega a
una configuracién final de la forma

T [ Foar o [ * ]
YA

(quizd algo mds en la cinta)

> si f(x1,...,%,) T entonces nunca termina en el estado gr.
Una funcién es computable si es parcial computable y total. 17



Enumeracién de las maquinas de Turing

Habiendo fijado ¥, qq, gf, cada maquina de Turing puede ser
identificada por su tabla de instrucciones.

Una tabla de instrucciones es un conjunto finito de 4-uplas. Cada
tabla de instrucciones (i.e. cada maquina) puede ser codificado de
manera efectiva por un nimero.

Definicién

Me es la maquina de Turing con tabla de instrucciones con cédigo
e. np(e") es la funcién parcial de n variables computada por la
maquina M.. Abreviamos (1) = .

Notacién:
b YO -7 . "
> “pe es la e-ésima funcidn parcial computable

> e es el indice o cédigo o nimero de Godel de ..

18



Teoremas de Forma Normal y de Enumeracién

Teorema (Forma Normal)

Existe un predicado T (e, x,t) y una funcién U(y) primitivos
recursivos tal que

ve(x) = U(mt|'n T(e, x,t)).

Teorema (Enumeracién, existencia de maquina universal)
Para cada n > 1 hay una funcién parcial computable de n+ 1

variables, gog:H) , tal que

<pg:+1)(e, XlyeonsXp) = (pg")(xl, ey Xn)-

19



Teorema del Parametro (TP)

Teorema
Para cada m,n > 1 existe una funcién primitiva recursiva 1-1 s;"
de m + 1 variables tal que para todo y1,...,Ym,21,--.,2n €N,

@S,’,"(X,yl,...,ym)(zlv s 7Zn) = QOX(.yla sy Ymy 21, .- ,Zn)'

20



Teorema de la Recursién (TR)

Teorema

Para cualquier funcion computable f existe un n € N (llamado
punto fijo de f) tal que pn = Pr(p).

Teorema (Recursién con parametros)

Para cualquier funcion computable f : N> — N existe una funcion

computable n: N — N tal que ©n,) = ©f(n(y),y)-

Demostracion.
Definir d computable tal que

_ Swa(x,y)(z) si ox(x,y) |
‘pd(x,y)(z) - {T si no

Sea v tal que ¢, (x,y) = f(d(x,y),y). Definir n(y) = d(v,y).

Pn(y) = Pd(v,y) = Pov(vy) = PF(d(v,y)y) = Pf(n(y).y)-

21



Conjuntos, secuencias, cadenas

Cuando hablamos de un conjunto de naturales A pensamos
siempre en la funcién caracteristica de ese conjunto.

A@):{1 sixcA

0 sino

Asi, un conjunto puede ser computable o primitivo recursivo.
A puede ser visto también como una secuencia infinita de Os y 1s:

A(0) A(1) A(2) A(3) A(4) A(5)--- € {0,1}*

Los primeros n bits de A (visto como tira de Os y 1s) es

Aln=A®0) A1) ...A(n—1)

Las cadenas finitas de Os y 1s pueden ser vistas como conjuntos
finitos.

22



Ejecucién de a pasos

Definicién
Notamos e s(x) = y si x,y,e < s e y es la salida de la mdquina
con cédigo e ejecutada por < s pasos.

> si tal y existe, decimos que @, s(x) converge (pe s(x) 1)

> en caso contrario decimos que g, s(x) diverge (@e s(x) 1)

Teorema
Los siguientes conjuntos son computables:

> {{e;x,8) 1 pes(x) |}
> {<67X7Y75> : SOG,S(X) = y}

23



Conjuntos computablemente enumerables

Definicién
» Un conjunto A C N es comptuablemente enumerable (c.e.) si
A es el dominio de alguna funcién parcial computable.

» El e-ésimo conjunto c.e. se denota
We = dom pe = {x : pe(x) |} = {x: (3t) T(e,x,t)}
» We s = dom @ s (por convencién si x € W, s entonces
x,e <s).
Teorema B
A es computable sii A y A son c.e.

Teorema
Si f es parcial computable y A es c.e. entonces f 1(A) es c.e.

24



Caracterizaciones de los conjuntos c.e.

Teorema
Si A+, son equivalentes:

1. Aesre.
2. A es el rango de una funcién primitiva recursiva
3. A es el rango de una funcion computable

4. A es el rango de una funcion parcial computable

25



Una funcién computable que no es primitiva recursiva
Se pueden enumerar las funciones primitivas recursivas de 1
variable: ¥, 7, . ..

Teorema (Enumeracién de funciones primitivas recursivas)

Hay una funcion f computable de 2 variables tal que
f(e,x) = ve(x).

Analicemos g : N — N definida como g(x) = f(x, x).
» claramente g es computable porque f lo es.
> supongamos que g € P
» entonces h(x) =g(x)+1=f(x,x)+1e P
existe un e tal que ¥ = h
tenemos f(e, x) = h(x) = f(x,x) +1
e estd fijo pero x es variable
instanciando x = e llegamos a un absurdo

vV vy vy

> jpor qué esto no funciona para funciones parciales
computables en vez de primitivas recursivas?

26



Teoria de la Computabilidad
Clase 1

Funciones Primitivas recursivas, iteracién, esqueleto de
funciones primitivas recursivas, recursién anidada en varias
variables

27



Composicién y recursién primitiva

Definicién
Sea f:NK¥ 5 Nygy,...,gc:N" = N. h: N" = N se obtiene a
partir de f y gi1,...,8k por composicidn si

h(xy, ... xn) = f(g1(x1, - xn), - - 8k (x1s - -, Xn))

Definicion
h: N1 — N se obtiene de g : N™*?2 - Ny f : N” — N por
recursidn primitiva si
h(xt,...,%xn,0) = f(x1,...,%n)
h(xt,...,xnt+1) = g(t,x1,...,Xn, h(x1,...,Xn,t))

28



Funciones primitivas recursivas P,

Funciones iniciales

» O(x)=0

» S(x)=x+1

» I'(x1,...,xn) = X; paratodon>1y i€ {1,...,n}
Definicién

La clase P; de funciones primitivas recursivas es la clase de
funciones mas chica:

» conteniendo las funciones iniciales

» cerrada por composicidn

» cerrada por recursidn primitiva

29



Recursién anidada en una variable
Definicién
f se define a partir de g1, ..., g, por recursién anidada en una
variable si

f(x,0) = g(x)
f(x,y) = h(X.y)

donde h(x,y) es un término numérico construido por
> numeros naturales n
» las variables X e y
> las funciones gi,...,&m
> el simbolo f

> los valores de f usados en la definicién de f(X, y) son de la
forma f(t,s) donde s tiene un valor numérico < y

Teorema
‘P1 esta cerrada por recursion anidada en una variable.

30



Caracterizacion alternativa de P;

Definicion
Una funcién f se define por iteracion a partir de t si

f(x,n) = t"(x)

donde t(" denota el resultado de n aplicaciones sucesivas de t (por
convencién (0 (x) = x).

Teorema
La clase de funciones primitivas recursivas es la clase mas chica:

» conteniendo las funciones iniciales y funciones de codificacion
y decodificacién de pares

» cerrada por composicion

> cerrada por iteracion

31



Caracterizacién alternativa de P; (demo)

Sea C la clase mas chica de funciones que satisfacen las
condiciones del teorema.

C C P; Las funciones de codificacién y decodificacidn son primitivas
recursivas. La iteracién f(x, n) = t(")(x) es un caso especial
de recursién primitiva:

f(x,0) = x
f(x,n+1) = t(f(x,n))

P1 € C Hay que ver que C es cerrada por recursién primitiva.
Observar que C tiene cod./decod. de pares y composicién, por
lo tanto tiene cod./decod. de n-uplas para cualquier n fijo.
Sean g, h € C y sea f definida como

f(x,0) = &(x)
fXy+1) = h(Xy f(X,y))
Basta ver que esta funcién estd en C:

s(%,n) = (%, n, f(X, n)) 2



La funcién
s(X,0) = (x,0,f(x,0))
= (X,0,8(x))
estd en C porque g y (-) estan en C. Podemos transformar
s(X,n) = (X, n, (X, n))
——

z

en
s(xX,n+1) = (X, n+1,f(X,n+1))
= (X,n+1,h(X,n, f(x,n)))
——

con esta funcién, que también estd en C:
t(x,n,z) = (xX,n+1,h(X,n,z)).
Como C estd cerrada por iteracién, estd en C esta funcién:

s(x,n) = t"(s(x,0)).

33



La familia de funciones (h,)nen

Sea
ho()=x+1 y  hea(x) = K5 (x)

Proposicion
x < hp(x).

Demostracion.

Por induccién en n. Para n = 0 es trivial. Para n+ 1, suponer
(Vz) z < hp(z). Es facil probar por induccién en m que

x < hgm)(x). En particular

x < h$(x) = hpa(x).

34



Propiedades de (h,)qen

Proposicion
Sin<myx >0 entonces hy(x) < hp(x).

Demostracién.

Basta probar (Vx > 0) hy(x) < hpt1(x) = hf,x)(x).
Basta probar h,(z) < hf,m)(z) por induccién en m > 0.
Para m =1 es trivial. Para m+ 1,

ho(z) < hY"(z)  por HI
< ho(h™(2)) por Proposicién de pag. 34
= hgm—’—l)(Z)

35



Propiedades de (h,)qen

Proposicién
Si x <y entonces hp(x) < hn(y).

Demostracion.
Por induccién en n. Para n = 0 es trivial. Para n+ 1,

hnia(x) = hi)(x)
< hY(x)  por Proposicién de pag. 34 (y — x veces)
< h(y)  por HI (y veces)
= hpya(y).

36



Propiedades de (h,)qen

Proposicién
hi(x) = 2x.

Demostracion.

Basta probar h(()m)(x) = x 4+ m por induccién en m. Para m =0 es

trivial. Para m + 1,

hgm+1) (X)

ho (g™ (x))

ho(x + m) por HI

(x+m)+1 porque ho(z) =z +1
x4+ (m+1).

37



Propiedades de (h,)qen

Proposicién
ha(x) = x - 2%,

Demostracidén.
Basta probar hgm)(x) = x - 2™ por induccién en m. Para m =0 es
trivial. Para m + 1,

M) = (™ ()
= hy(x-2™)  por HI
= (x-2M)-2  porque hi(z) =2z
= x-.2mtl

38



Todas las h, son primitivas recursivas

Teorema
Para cada n, h, es primitiva recursiva.

Demostracién.

Obvio, pues la funcién sucesor estd en P; y P; estd cerrada por
iteracion. OJ

39



Cada funcién primitiva recursiva es dominada por alguna h,,

Teorema
Para cada f primitiva recursiva, hay un n tal que f(X) < h,(>_ X)
para casi todo X.

Demostracién.
Por induccién en la caracterizacién alternativa de P; (pag. 31).
Veamos que:

» las funciones iniciales y las funciones de codificacién y
decodificacién lo cumplen

> si h,g1,...,&m lo cumplen,

f(x) = h(g1(X), ..., gm(X))

también lo cumple
> si t lo cumple,
f(x,y) = tV)(x)

también lo cumple.

40



Cada funcién primitiva recursiva es dominada por alguna h,,

Funciones iniciales, codificacién y decodificacién

» O(x) = 0 esta dominada por hg
» S(x) = x + 1 estd dominada por hg

» I7(x1,...,Xn) = x; estd dominada por hg porque

I (X1, .oy xn) < ZXJ
J

< ho ZXJ
J

> (x,y) =2%(y + 1) — 1 estd dominada por hp porque
h(x+y)=(x+y)- 2V >2(y+1)-1

para casi todo x, y.
» m1(x), m2(x) < x, dominadas por hy(x)

21



Cada funcién primitiva recursiva es dominada por alguna h,,

Composicion

Supongamos que

£(%) = h(gi(%), ...

, &m(X))

y por HI tenemos que para un n > 2 suficientemente grande (usar
Proposicién de pag. 35), gi(X) < hn(>_ X) para casi todo X'y
h(¥) < ha(>_ ¥) para casi todo y.

f(X)

IAIA I IAIA

Il IA

por HI sobre h
por HI sobre g; y Prop. pag. 36

sim<) Xy porque hy(z) =z 2%
por n > 2y Props. pags. 35y 36

si3 <> Xy Prop. pig. 34

42



Cada funcién primitiva recursiva es dominada por alguna h,,

Iteracién

Supongamos que
f(x,y) = tY)(x)

y por HI para algiin n, t(x) < h,(x) para casi todo x.

fy) = ()
< hf,y)(x) por Hl y veces y Prop. pag. 36
< hgxﬂ/)(x +y) por Props. pags. 34y 36

hn+1(X + y)

43



La funcién diagonal domina a cualquier primitiva recursiva

Teorema
La funcién diagonal d(x) = hy(x) domina toda funcién primitiva
recursiva N — N.

Demostracion.
Sea f una funcién primitiva recursiva. Existe n tal que para casi

todo x,
f(x) < ha(x)
< hy(x) six>ny por Prop. de pag. 35
= d(x
Entonces para casi todo x, f(x) < d(x). O
Corolario

d no es primitiva recursiva.

Demostracién.
Si lo fuera, d(x) + 1 también lo seria. Por teorema anterior, para
casi todo x tenemos d(x) + 1 < d(x). Absurdo. O

44



Recursidon anidada en n variables
Sea < el orden lexicografico de N”.
Definicién
f se define a partir de g1, ..., &, por recursion anidada en n
variables si

X,0) = g(x) (0 € N")
f(Xy) = h(Z7y) (FeN",7#0)
donde h(X, ¥) es un término numérico construido por
> ndmeros naturales
> las variables X e y
» las funciones gi,...,8m
> el simbolo f
> los valores de f usados en la definicién de f(X, y) son de la

forma f(t,35) donde 5 € N” tiene un valor numérico <je, ¥.

45



Funciones n-primitivas recursivas P,

Definicion
La clase P, de funciones n-primitivas recursivas es la clase de
funciones mds chica:

» conteniendo las funciones iniciales

» cerrada por composicién

» cerrada por recursién anidada en a lo sumo n variables

46



P1 no esta cerrado por recursidon anidada en 2 variables

Teorema
P1 C Po.

Demostracién.
Las funciones (h,)nen se pueden describir asi:

ho(x) = x+1 hO(x) = x
hnia(x) = hP(x) hF(x) = ha(h (%))

Se pueden ver como una unica funcién h(n, z,x) = hS,Z)(X)
definidas por recursién anidada en las variables n'y z (pensar h,

como hg,l)):

h(n,0,x) = x h(n+1,1,x) = h(n,x,x)
h(0,1,x) = x+1 h(n,z+1,x) = h(n,1,h(n,z,x))
Si h fuese primitiva recursiva, también lo seria

d(x) = he(x) = h(x,1,x)

y esto contradice el Teorema de pag. 44. O 47



Jerarquia de funciones n-recursivas

El resultado anterior se puede generalizar.

Teorema
Para todo n, P, C Ppy1.
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Teoria de la Computabilidad
Clase 2

Halting problem, Reducibilidades one-one y many one, Teorema
de Rice, Teorema de Isomorfismo de Myhill, cilindros

49



K, el Halting Problem
Definicién
K ={x:px(x)} ={x:x e W,}.

Teorema
K es c.e.

Demostracion.
g(x) = px(x) es una funcién parcial computable. K = dom g.

Teorema
K es no es computable.

Demostracion.
Si K fuera computable, entonces esta funcién también lo seria:

X 1 si K
O
0 si no

Pero f # (, para todo x. Absurdo.

O
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Ky, otro Halting Problem

Definicidn

Ko = {{x,y) - ox(y) 4}
Proposicion

Ky es c.e.
Demostracidn.

g({x,y)) = ¢x(y) es una funcién parcial computable.
Ko = dom g. O

Corolario
Ko es no es computable.

Demostracién.
x € K sii (x,x) € Ko. Si Kp fuera computable, también lo seria
K. O

51



Reducibilidades many-one y one-one

La demostracién del corolario anterior sugiere un método indirecto
para demostrar resultados de indecidibilidad de nuevos conjuntos:
reducir K a esos conjuntos.

Definicién
» A es many-one reducible a B (A <, B) si hay una funcién

computable f tal que

x€eA sii f(x) € B.

» A es one-one reducible a B (A <1 B) si A <,, B via una
funcién 1-1 (i.e. inyectiva)

Informalmente, A <,, B si A es a lo sumo tan dificil como B.
Conociendo B puedo computar A. Para todo x, haciendo una sola
pregunta a B, decido si x € Ao x ¢ A. La pregunta es: ;f(x) € B?
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Propiedades de <; y <,

Proposicion

<1 vy <, son reflexivas y transitivas.

Demostracion.

Ejercicio.

Proposicion

A<iB=A<,B

A <3 B = Z <3 E

A<n,B=A<,B

Si A<, By B computable, entonces A es computable

o L=

SiA<, ByB c.e., entonces A es c.e.

Demostracién
1,2,3. Ejercicio.
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4. Si A<, By B computable, entonces A es computable:

Supongamos que f es computable tal que

x€A sii f(x)eB.

Como B es computable, la funcién caracteristica de A,
definida como A(x) = B(f(x)) también lo es.

. SiA<, By B c.e., entonces A es c.e..
Supongamos A <,, B via f. Sea R computable tal que

x € B sii (3y) R(x,y).
Entonces

computable
——
x€A sii f(x)e B sii (3y) R(f(x),y) .
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Mas propiedades de <; y <,
Proposicién
1. Existen A, B incomparables con respecto a <, (A €m B y
B £mA)

2. Existen A, B no computables e incomparables con respecto a
<

—m

Demostracion.

LOZLnNyNZy0.
2. Considerar K y K. K es c.e. pero K no es c.e. Por teorema
anterior (5) K £, K. Por teorema anterior (3) K £, K.

Corolario
A<mB# A<nB.

Demostracion.

Tomar A= B = K. OJ
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Grados m y grados 1

Definicién
> A=, BsiA<n,ByB<p,A
» A=, BsiA<;ByB<1 A
» deg,(A) ={B:B =1 A} esel grado 1 de A
» deg,,(A) = {B:B=p, A} esel grado mde A
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Semireticulo superior (upper semilattice)

Un semireticulo superior £ = (L, <,V) es un conjunto
parcialmente ordenado tal que cada par de elementos tiene un least
upper bound (lub).

c€lesunlubdea,beclsi
» a<c¢
» b<c
» side L verificaa<dyb<dentonces c < d

Al lub de a y b también se lo llama supremo o join. Si ay b son
elementos de L entonces aV b denota el lub de ay b.
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<,» forma un semireticulo superior
Definicién
AdB={2x:xe A} U{2x+1:x € B}.
Proposicién
El orden de <, forma un semireticulo superior sobre deg,,. Es

decir, cualesquiera dos grados m tienen un lub.

Demostracién.
Veamos que deg,,(A @ B) es el lub de deg,,(A) y deg,,,(B) en el
orden <,,.

» A<, A® B via Ax.2x
» B<,, A® B via Ax.2x+1

» supongamos C tal que A<,, Cviafy B <,, Cviag.
Entonces A® B <,,, C via h definida como

h(2x) = f(x)
h(2x+1) = g(x)
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Mas conjuntos indecidibles

Teorema
K <j Tot := {x : px es una funcién total}

Demostracion.
Definir la funcién parcial computable

1 sixeK
g(x,y) = :
1 sino

Por el Teorema del Parametro, existe una funcién 1-1 computable
f tal que wr(x)(v) = g(x, )

> x € K= ¢r) = Ay.1 = f(x) € Tot

> x & K= ¢ = Ay. T = f(x) ¢ Tot

Entonces x € K sii f(x) € Tot. O
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Teorema de Rice
Definicién
A C N es un conjunto de indices si para todo x,y,six € Ay
px = @, entonces y € A.

Teorema (Rice)

Si A es un conjunto de indices no trivial (i.e. A # 0,N) entonces A
no es computable.

Demostracion.

Sea b tal que (Vx) pp(x) 1. Supongamos que b € Ay probemos
que K <3 A (del mismo modo, si b € A entonces K <; Z).
Como A +# (), sea a € A. Como A es un conjunto de indices,

pa # @p. Por el TR, sea f una funcién computable 1-1 tal que
{gpa(y) sixe K

ereoly) = " S o

>XEK$(,Df(X)=§0‘;:>f(X)€A
> XE??ng(X):gobjf(X)GZ
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Permutaciones computables
Definicion
» Una permutacién computable es una funcién N — N
computable biyectiva.

» Una propiedad es computablemente invariante si es invariante
bajo cualquier permutacién computable.

Ejemplos de propiedades computablemente invariantes:
> Aesc.e.
> #A=n
» A es computable
Ejemplos de propiedades no computablemente invariantes:
»2cA
» A contiene solo nlimeros pares
» A es un conjunto de indices
Definicion
A es computablemente isomorfo a B (A = B) si hay una
permutacién computable p tal que A = p(B). Es decir, x € A sii
p(x) € B. 61



Teorema de Isomorfismo de Myhill
Teorema
A= BsiiA=; B.

Demostracion

= Trivial.

< Sea A<y BviafyB <; Avia g. Definimos permutacién
computable h por etapas. h = |J, hs. ho = 0. Cada hs es
finita, 1-1, y cumple x € A sii hs(x) € B para x € dom h;.

0 0
» Paso 1: f(0) =2 h1(0)=2
! ! » Paso 2: g(0) =1 h,%(0) =1 o0sea hy(1) =0
2+ Paso 3: hy(1) ya estd definido: h3(1) = hy(1) = 0
3/3 » Paso 4: g(1) =4 h (1) =4
4 4 » Paso 5: f(2) =1 f(4)=3 hs(2)=rfohtof(l)=3
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Formalizamos la demostracién de <= Supongamos definida hs y
definamos hsy1 de esta manera:

> si s+ 1=2x+1, definir hs;1(x). Si hs(x) estad definido, no
hacer nada. Si no, enumerar

{f(x), F(h7F(x)), ..., F(h71F)"(x),...}

hasta encontrar el primer y ¢ rg hs. Definir hsy1(x) = y.
Observar que hsy1 es finita, 1-1y x € Asii y € B.
> si s+ 1 =2x+2, definir h~1(x) de forma similar, cambiando
> f+— g
> hg < h;1
» dom hs <— rg hs

O

Vamos a clasificar conjuntos médulo permutaciones computable (lo
mismo pasa en algebra: clasifica estructuras médulo isomorfismo).
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Cilindros

Definicién
A es un cilindro si A= B x N para algin B.

Teorema

1. AK1AxN

2. AxN <, A (por lo tanto A=, AxN)

3. A es un cilindro sii (VB) [B <m A= B <1 A
4. A<, BsiAxN< BxN

Demostracion

1. Ejercicio.

2. Ejercicio.
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3. Aesun cilindro sii (VB) [B<m A= B <i AJ:
= Sea A= C x Ny supongamos que B <, A. Entonces B <,, C
via alguna funcién computable 7. Sea g(x) = (f(x), x).
> gesl-1
» x € Bsiig(x) e CxN
Entonces B <; C x N=; A.
< De 2 sabemos que A x N =, A. Por hipétesis, A x N <; A. De
1 sabemos A <; A x N. Luego A =; A x N. Por Teorema de
Isomorfismo, A= A x N, de modo que A es un cilindro.
4. A<, BsiAxN<; BxN:
= Supongamos A <,, B. Entonces

AxN<, A<, B<i BxN.

Luego A x N <., B x N. Por 3 (y porque B x N es
trivialmente un cilindro), Ax N <; B x N.
< Supongamos que A x N <; B x N. Tenemos

A<iAXN<LS BxN<L, B
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Teoria de la Computabilidad
Clase 3

Conjuntos 1-completos, conjuntos productivos y creativos
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Conjuntos 1-completos

Definicién
Un conjunto c.e. A es r-completo (r € {1, m}) si We <, A para
todo e.

Recordar
Ko = {(x,y) 1 ox(y) +}-

Proposicién
Ko es 1-completo.

Demostracion.
x € W, sii (e, x) € Kp. O

Como K es c.e., tenemos K <; Ky (esto ya lo habiamos probado
por otro lado antes).
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K =1 KO
Ya vimos K <; Kp.
Proposicion
Ko <1 K.
Demostracién.

Misma idea que demostracién de K <1 Tot funciona.
Definir la funcién parcial computable

1 sixe Ky
g(x,z) = )
1 sino

Por el Teorema del Parametro, existe una funcién 1-1 computable
f tal que o5(x)(2) = 8(x.2).

> x € Ko = ¢r(x) = Az.1 = f(x) € K

> X ¢ Ko = Pf(x) = Az T= f(X) ¢ K
Entonces x € Kp sii f(x) € K. O
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K, Ko y Ki son 1-completos

Definicién

Ky = {x: Wx#0}.
Proposicion

K <1 K.

Demostracidn.
Ejercicio. L]

Como Kj es c.e. y Kp es 1-completo, K1 <1 Kp.
Ya habiamos visto K =1 Koy K <1 Ki.
Entonces

K =1 Ko =1 Kl

Corolario
K, Ko y K1 son 1-completos.
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Conjuntos productivos y creativos
Una forma de ver que K no es c.e. es el hecho de que dado el
indice de un conjunto W c.e. incluido en K uno puede obtener un
ndmero que estd en K pero no en W:

Wy CK=x¢€ K\ W,.
Definicion
» Un conjunto P es productivo si existe una funcién parcial
computable 1, llamada funcién productiva para P, tal que

(V)[We C P = [6(x) L A %(x) € P\ Wil

» Un conjunto C es creativo si es c.e. y C es productivo.

Por ejemplo, K es creativo via la identidad ¥ (x) = x.

Idea: un conjunto C es creativo si es “efectivamente” no
computable: para cualquier candidato W para C, 9(x) es un
contraejemplo efectivo.
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Conjuntos productivos
Proposicién
Cualquier conjunto productivo es productivo via una funcién total.

Demostracion.
Sea P productivo via 1. Por el TP, sea g computable tal que

e ) = {1 si (x) 4 Agx(y) L

- T sino

Entonces

We

1] si no

{WX si (x) |
(x) =

Definir g(x) como ¢ (x) o 1(g(x)), la que converja primero.

» Wi C P = 9(x) |= Wy = Wx = P es productivo via q
> g es total:

> P(x) 1= q(x) |
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Conjuntos productivos

Proposicion
Cualquier conjunto productivo es productivo via una funcién 1-1
total.

Demostracion
Sea P productivo via g total. Veamos cémo convertir g en p 1-1.
Sea h computable tal que

o) = {1 i px(y) L Vy = q(x)

1T sino
Tenemos W,y = Wi U {q(x)}. Observar que

Wy CP= Wh(x) C P=(Vn) Wh(n)(x) cP

Wi = Wa U{a(x), gh(x), ..., gh® D (x)}
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Transformamos ¢ total en p total y 1-1. Definimos p(0), p(1),. ..
en ese orden.
Definir p(0) = g(0). Para x > 0, computar p(x) asi: enumerar

{q(x), gh(x), gh®)(x), ...}
hasta que ocurre alguno de estos dos casos:
1. algiin gh{"(x) ¢ {p(0),...,p(x — 1)}. Definir
p(x) = qghl"(x).
» supongamos W, C P. Como Wh(,.)(x) C P entonces
p(x) = gh"(x) € P\ Wy € P\ Wi

2. existe m < n tal que gh(™(x) = gh("(x)
» Veamos que W, Z P: Supongamos W, C P
W, C P = (mismo argumento de arriba) =

(Vk) gh®)(x) € P\ Wiy
En particular, ght")(x) € P\ Wi (x)-
Pero gh(™(x) € Wi (x) por definicién. Absurdo.

» Entonces da lo mismo cémo definir p(x). Basta con que sea un
nimero adecuado para que p no deje de ser 1-1. Por ejemplo,

p(x) = min{y : y & {p(0),..., p(x = 1)}}. 0
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Conjuntos Productivos

Teorema
Si P es productivo entonces
1. P noesc.e.
2. P contiene un conjunto c.e. infinito W

3. si P <., A entonces A es productivo

Demostracién

1. Inmediato (ejercicio).
2. Sea P productivo via p total y 1-1. Sea W, = (). Por TP sea h

1-1 tal que Wy, ) = Wi U {p(x)}. Definir
W = {p(n), ph(n), ph®)(n), ...}
» Wesce.

» W es infinito porque p y h son 1-1
» W C P porque P es productivo via p (ver observacién p. 72)

74



3. Sea P<,, Avia f.
Sea P productivo via p total. Sea g computable tal que

{0 si f(y) € Wy

Sog(x)(y) = 4 sino

Tenemos

W, x) = f_l(Wx) = {y: f()/) € Wx}

Veamos que A es productivo via fpg:
» W CA= Y (W) CFY(A)
como x € P < f(x) € A, entonces f 1(A) C P
entonces Wg(x) CcP
luego pg(x) € P\ Wy
veamos que fpg(x) € A\ W,:
> pg(x) € P = fpg(x) € A
> pg(x) ¢ We = fog(x) ¢ Wi

vV vy Vvyy

O
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Productivo implica >; K

Teorema
Si P es productivo entonces K <1 P.

Demostracion.
Sea P productivo via p total y 1-1. Por TP definir f computable
tal que

{p(x)} siyeK
Wit = {@ si no

Por TR con pardmetros, existe una funcién computable n 1-1 tal
que

{pn(y)} siyekK
Waiy) = We(n(y).y) = {(,)

si no

> y € K= Wy ={pn(y)} = Wy € P = pn(y) € epP
»yeK= Wy, ®:>W()CP:>pn()eP
Entonces K <3 PV|a Ay.pn(y).
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Creativo implica 1-completo

Corolario
Si C es creativo, entonces C es 1-completo.

Demostracidn.

C es c.e. y C es productivo. Entonces por teorema anterior
K <q C. Entonces K <7 C.
Como K es 1-completo, C es 1-completo.

v



Equivalencias
Corolario
Los siguientes son equivalentes:
1. P es productivo
2. K<, P
3. K<, P

Demostracidn.

1 = 2 sale de teorema de pag. 76.
2 = 3 es trivial.
3 = 1 sale del hecho de que K es productivo y teorema de pag. 74D

Corolario
Los siguientes son equivalentes:

1. C es creativo
2. C es 1-completo

3. C es m-completo
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Reducibilidad tt, cémputos con oraculo, principio del uso
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Tablas de verdad
Definicién
» Una tabla de verdad k-aria es una funcién {0, 1}* — {0, 1}.
» Un par (X,a), ¥ € Ny a una tabla de verdad k-aria es una
tt-condicién
» Una tt-condicién ((xi,...,xn), ) es satisfecha por A si
a(Alxy),. .., Al(x)) = 1.

Por ejemplo,

1)1

» ((n, m), a) es satisfecha por A
sineAymeA

o O O

110
0|1
0|0

Las tablas de verdad son objetos finitos. Las tt-condiciones
también.
Suponemos una codificacién de las tt-condiciones con N.



Reducibilidad tabla de verdad (truth table)

Sabemos que K, Ky K @ K estan en clases m distintas. Pero
intuitivamente son interreducibles.

Definicién
A es truth table reducible a B (A <4 B) si hay una funcién
computable f tal que para todo x

x € A sii la tt-condicién (codificada por) f(x) es satisfecha por B

Por ejemplo, para todo A:
» A <y A via la funcién f(x) que codifica la tt-condicién (x, a),
donde a(0) =1, (1) = 0.
» A <; A® A via la funcién f(x) que codifica la tt-condicién
(2x + 1, ), donde «(0) =0, (1) = 1.
» AD A <4 Avia f(2x) = (x,a), donde a(0) =0, (1) = 1;
f(2x +1) = (x,a), donde a(0) =1, (1) = 0.

81



Propiedades de <
Definicién
AEttBSiASttByBSttA-
Definicién
Un conjunto c.e. A es tt-completo si W, <4 A para todo e.

Teorema
1. A<, B=A<4 B
A <4 A (por lo tanto A =4 A)
<4+ forma un semireticulo superior
Si A <4 B y B computable, entonces A es computable
Si A es computable entonces (VB) A <4 B

A A

Demostracidn.
Ejercicio.
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<4+ tampoco alcanza
Consideremos

C = {x:¢x(x) | y la tt-condicién ¢(x) es satisfecha por K}
Intuitivamente C es reducible a K, es decir

C <intuitivamente

K,
pero...

Proposicion

C £ K.

Demostracion.
Supongamos C <y K. Entonces C <;; K via . total.

ec€ C sii e(e) es satisfecho por K porque C <; K
si e C por definicién de C

O
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Maquinas de Turing

> una cinta
» dividida en celdas
» infinita en ambas direcciones
» cada celda contiene un simbolo de un alfabeto dado X.
> x € X
» LR¢X
* representa el blanco en una celda
Ly R son simbolos reservados (representardn acciones que
puede realizar la cabeza)
» una cabeza

> lee y escribe un simbolo a la vez

> se mueve una posicién a la izquierda o una posicién a la
derecha

» una tabla finita de instrucciones
> dice qué hacer en cada paso
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Maquinas de Turing

Una méaquina de Turing (deterministica) es una tupla

(27 Q7 57 qo, qf)

donde
» X (finito) es el conjunto simbolos (Fijamos ¥ = {x,1})

> Q (finito) es el conjunto de estados
> tiene dos estados distinguidos:
> qo € Q es el estado inicial
> gr € Q es el estado final

» 0: QXX — QxXX{R,L} esla tabla de instrucciones o

programa
> va a ser finita porque X y Q lo son
» 6(q,s) = (¢, s, d) se interpreta como
Si la maquina estd en el estado q leyendo en la cinta
el simbolo s, entonces escribe s' sobre s, se mueve
hacia la izquierda si d = L o derechasid =R, y

pasa al estado q'
85



Maquinas de Turing con oraculo
Es una Mdquina de Turing con una cinta adicional que es solo de
lectura.
» la nueva cinta se llama cinta oracular (fijamos ¥’ = {x,0,1})
> la vieja cinta se llama cinta de trabajo y funciona igual que

antes (fijamos X = {x,1})

La nueva tabla de instrucciones o programa de una maquina de
Turing oracular es una funcién

§:Q@xIxY = Q@xXx{R,L}

5(qg,s,x) =(¢',s',d) se interpreta como

Si la mdquina estd en el estado q leyendo en la cinta el
simbolo s y en la cinta oracular esta el simbolo x,
entonces escribe s’ sobre s en la cinta de trabajo, pasa al
estado q' y se mueve hacia la izquierda sid = L o
derecha si d = R en ambas cintas
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Enumeracién de maquinas con oraculo

Igual que antes, los programas se pueden enumerar: @, es el
e-ésimo programa, o la e-ésima mdquina de Turing oracular.

®. necesita dos entradas
» una entrada finita x1, ..., x, para la cinta de trabajo

» una entrada posiblemente infinita A C N para la cinta oracular

de Turing oracular con oraculo Ay entrada xg, ..., Xp.
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Configuracién inicial
Se codifica
» la entrada xi, ..., x, como antes (sobre alfabeto ¥ = {x,1})

> el ordculo A como una lista de ceros y unos
A(0),A(1),A(2) ... (sobre alfabeto X' = {%,0,1}). Como

siempre
1 si A
A(n) = { s! ne
0 sino

La configuracién inicial es esta:

St N R T I D I 3 N N

’ ¥ | % | * |A(0>|A(1)|A(2)|A(3)‘---

(con los ndmeros x; representados en unario)

88



Cémputos relativos a oradculos
Definicién
Una funcién parcial f es Turing computable en A (o
A-computable), notado f <t A, si existe un programa e tal que

F(XL, . Xn) = PA(x1, .., Xn),

es decir:
> si f(x1,...,X,) | entonces ®2(xq,...,x,), partiendo de la
configuracidn inicial y siguiendo sus instrucciones, llega a una
configuracién final de la forma

(quiza algo mds en la cinta de

’ * | F(x1,.. . Xn) | * ‘ -+ trabajo; recordar que la cinta
A oracular es solo de lectura y se
mueve a la par de la cinta de
trabajo)
> si f(x1,...,X,) T entonces ®2(xq, ..., x,) nunca llega al

estado final. 89



El uso
En cualquier cémputo <D’;‘(x1, ..., Xn) 4 la maquina e solo mira una
cantidad finta de elementos del ordculo. Sea y + 1 el maximo
nimero de celdas no * consultadas durante ese cémputo. Decimos
que los elementos z < y son usados en el computo.
Definicién
» Notamos ®4 (x) = y para x,y,e < 5,5 > 0, si ®2(x) =y en
< s pasos y usando solo niimeros z < s del oraculo.
> Notamos &2, (x) | para x,y,e < 5,5 > 0, si ®2,(x) =  para
algin y.
» El uso u(A, e, x,s) se define como
1+4-el maximo ndmero usado .
) A si ®Z(x) |
u(A, e, x,s) = q en el cémputo 7 () ’
0 si no
> Para o € {0,1}*, notamos ®Z (x) =y, si ®2 (x) =y para
algin A D o, y solo elementos menores a |o| son usados en
este ultimo cédmputo.
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Propiedades del uso

Si d’é‘,s(X) = y entonces
» x,y,e<syu(Aex,s)<s
» &7 (x) =y donde o0 = A u(A e x,s)
> (VE>s) [02:(x) =y Au(A e,x,5) = u(A e x, t)]

Habiamos definido u(A, e, x, s).
Definicién

u(A, e, x) es

u(A e, x,s) si ¢é5(x) | para algin s

u(A e x) = {

T si no
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El principio del uso (use principle)

Teorema
1. d)’é‘(x) =y=(3s)(FoCcA) o ( )=
2. 07 (x) =y = (Vt > s)(V7 D a) O +(x ) =
3. ¥I(x) =y = (VAD o) ®2(x) =

Corolario
Si Cbé"s(x) =y yB | u=ATu entonces ¢§s(x)
u=u(A ex,s).

y

=y, donde
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Propiedades de ®4 y ¢¢

Teorema

L. {(e,0,x,s) : ®¢ (x) |} es computable
2. {{e,0,x) : PI(x) |} es c.e.

Teorema
Son funciones parciales A-computables:

1. Xe, s, x.9% (x) (esta no es total)

1 si ol
2. Xe,s, x. { SI_ es(¥) 4 (esta es total)
0 sino
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Teoria de la Computabilidad
Clase 5

Teorema del Salto, Lema del Limite, grados Turing
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Relativizaciones de resultados conocidos

Teorema (Teorema del Parametro Relativizado - TPR)

Para cada m,n > 1 existe una funcion primitiva recursiva 1-1 s]
de m+ 1 variables tal que para todo A C N y para todo
Yi,-- s Ym,Z1,-- -5 Zn € Nr

¢é’m(xyy1’._'7ym)(zl, o Za) =2 Y Z1s s 20)

Teorema (Teorema de la Recursién Relativizado - TRR)

Para cualquier funcién A-computable f : N> — N existe una
funcién computable n tal que

A _ AA
o) = Pr(n(y).y)-

Es mds, la definicion de n no depende de A. Es decir, si
f(x,y) = ®2(x,y) entonces n se puede definir uniformemente en
e.
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Conjuntos A-computables, A-c.e. y Y%
Definicién
> WA = dom ¢A
> W2 =dom o7,
» W2 = dom g

[oZ— g
> We7s = dom d>e,s

Definicién
» B es computable en A (o A-computable), notado B <1 A, si
—_ BHA -
B = &7 para algtn e.
» notamos A=7 B cuando A<t By B<t A

» notamos A <7 B cuando A<t By BL1 A
» notamos deg(A) ={B: B=t A}

» Besce. en A (o Ace.)si B= W2 para algiin e

> B es de la forma X7 (abreviado B € ¥1') cuando

B = {x: (3¥) RA(x,¥)} para algiin predicado A-computable
RA.
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Convencidn
Definimos <D’;‘75 de modo que

¢25(X) = x,e<s

Si B es A-c.e., entonces B = dom &2 para algtin e. Tenemos una
A-enumeracién natural de B. En general se la nota (Bs)scn y estd
definida como

Bs = dom ¢, C {0,...,s—1}.

En realidad, Bs abrevia una funcién A-computable b: N — N tal
que
b(s) = codificacién de Bs usando N
Bs satisface
» para todo x, B(x) = lims Bs(x)
» (Vn)(3s) Bl n=Bs [ n
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Equivalencias entre A-c.e. y ¥4

Teorema
Son equivalentes:

1. B es A-c.e.
2. Besyf

3. B=10 o B es el rango de alguna funcién A-computable

Demostracién

1 =2 Sea B =dom &2 entonces B = {x : (Is) ®2(x) |}.

Recordar que
Ae, s, x. Losi 0200 )
T 0 sino

es A-computable.
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2 =3 Sea be Bysea B={x:(3y) RAx,y)}. Supongamos R* es
(n + 1)-ario. Definimos la funcién A-computable

x si RAX, Y1,y Vn
f(<X)y17"'ayn>):{b i no( )

» veamos que x € B = (3z) f(z) = x:
x € B= (3y) RA(x,y) = f({x,5)) = x
» veamos que (Vz) f(z) € B:
Sea z = (x,y).
>ﬁR( y)=f(z)=beB
> RA(x, y)éXEB. Luego f(z) = f({x,y)) =x € B

3 = 1 Sea e tal que ®4(N) = B. Definir la funcién parcial

si (3x,s) ®2,(x) =
) = {2 (3x,5) ¥4,(x) =y

si ho
f es parcial A-computable y dom f =B
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Relativizaciones de resultados anteriores

Teorema
Si B es A-computable entonces B también.

Teorema
Si B es A-computable entonces B es A-c.e.

Teorema (Complementacidn)

Si B y B son A-c.e. entonces B es A-computable.
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El salto
Recordar que
K = {x:ox(x)4} ={x:xe W,}
Ko = {{(xy)ex(y) 4}
Se pueden relativizar
KA = {x:0%(x) 1} ={x:xe W4}
K = {(oy) o) 1}
Definicién
El salto (jump) de A, notado A, se define como
A =KA={x:00(x) 1} ={x:xec WH
A" es el n-esimo salto de A. Se define como A(® = Ay
Al+1) — (A
Observar que )/ = K.

Teorema
KA =1 K§ 101



El Teorema del Salto (TS)

Teorema

A’ es A-c.e.
AL A
B es A-c.e. sii B <1 A

B<yAsiiB < A
si B=1 A entonces B' =1 A

. Aes B-ce. sii A es B-c.e.

siAes B-ce.y B <t C entonces A es C-c.e.
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Demostracién del Teorema del Salto

1. Aes Ace.:
La funcién parcial f(x) = ®2(x) es A-computable y
dom f = A’. Entonces A’ es A-c.e.
2. A gT A:
Supongamos que A’ es A-computable. Entonces A’ es A-c.e.
Luego existe e tal que

WA =A = {x:x¢ WA

Entonces e € W2 sii e ¢ WA. Absurdo.
3. Bes A—c.e.sii B<; A"

= Existe e tal que B = WA = dom ®%. Entonces x € B sii
PA(x) | sii (x,e) € K§'. Como Ax.(x, e) es 1-1, entonces
B <1 K§'. Ademids, K§' =; KA = A’

< Supongamos f computable tal que x € B sii f(x) € A’.
Entonces x € B sii ®7(f(x)) J. La funcién parcial
)\x.cbf(x)(f(x)) es A-computable, entonces su dominio (que es
B) es A-c.e.
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Demostracién del Teorema del Salto

4. si Aes B-ce.y B <t C entonces Aes C-c.e..
Por Teorema pag. 97, si A# (), A es el rango de una funcién
f tal que f <7 B. Como B <7 C entonces f <7 C. Luego A
es el rango de una funcién C-computable.
5 B ST A sii B/ §1 A/:
= Por TS1 B’ es B-c.e. Como B <1 A, por TS4, B’ es A-c.e.
Por TS3, B <, A. B
< B, B <; A’ (ejercicio). Por TS3 By B son A-c.e. Por Teorema
de Complementacién (pdg. 101), B <t A.
6. si B=71 A entonces B’ =1 A"
Directo de TS5.
7. Aes B-c.e. sii Aes B-ce.
Directo de TS4.
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Lema del limite

Teorema
Para toda funcidn total f, f <t A’ sii hay una funcién
A-computable g de dos variables tal que f(x) = lims g(x, s).

Demostracion
— Supongamos que f = &2 Por TS1 A’ es A-c.e. Sea (AL)sen
una enumeracién A-computable de A’. Definir:

o o
g(x,s)z{ 20 s sl b
0 si no

Claramente g <7 A. Sea t suficientemente grande tal que
Gz<t) [O2F() L AATz= AT 2]
Entonces para todo s > t tenemos
P (x) = ¢ (x) = 02 17(x) = ' (x) = (%)

Luego limgs g(x,s) = f(x). 105



< Sup. f(x) = lims g(x,s) para g A-computable. Definir

Ac={s:(3t) [s<t A g(x,t) #g(x, t+1)]}

» A, es finito porque existe el limite lims g(x, s)
» s¢ A= (VE>s) g(x, t) =g(x, t+1) = g(x,s) = f(x)

B = {(s,x):se A}
= {z:(3t) [m(2) <t A g(m(2),t) # g(ma(2), t + 1))}

es claramente Z’l“, luego A-c.e., luego B <1 A’ (TS).
La siguiente funcién es B-computable:

m(x) = min{s : s ¢ A} = min{s: (s,x) ¢ B}.
Entonces g(x, m(x)) = f(x). Como g <t A<y Ay

m <7 B <+ A’ entonces f < A'.
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Grados Turing

Recordar que
degr(A) ={B:A=1 A}

Si a es un grado Turing, a’ = degy(A’) para A € a.
Sabemos que
»a' >ra
» a’esce ena
Sea 0" = deg,(#("). Entonces tenemos una jerarquia de grados

0<t 0 <T 0" <T 0" ...
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Ejemplos

0 = degy(0) ={B: B es computable}

0" = degy(0') = degr(K) = degr(Ko) = degr(K1)

0" = degs(0") = degy(Tot) = deg+(Fin)

0" = degy(0") = degy(Cof) = degr(Rec) = deg(Ext)

donde

Tot = {x: W, =N}={x:d, es total}
Fin := {x: W es finito}
Cof = {x: W es cofinito}
Rec := {x: W es computable}

Ext := {x:®, es extendible a una funcién total computable}
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Teoria de la Computabilidad
Clase 6

Jerarquia Aritmética, Teorema de Post, Conjuntos
2 ,-completos
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Conjuntos 2, y I1,
Definicién
» Un conjunto B es > o [p sii B es computable

» Para n > 1, un conjunto B es ¥, (notado B € ¥,) sii existe
una relacién computable R(x, y1,...,yn) tal que

x € B sii (3y1)(Vy2)(3ys) ... (Qyn) R(x,y1,---,¥n)

n — 1 alternancias

donde @ =dsinespary Q =V si nesimpar.

» Para n > 1, un conjunto B es I, (notado B € I,) sii existe
una relacién computable R(x, y1,...,yn) tal que

x€B sii (Vy1)(3y2)(Vy3) ... (Qya) R(X,¥1,---,¥n)

n — 1 alternancias

donde @ =V sinespary Q =dsinesimpar.
» Bes A, (notado B € A,)sii BeX,nM,.
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Relaciones y férmulas >, y I1,
Definicion
» Una relacién R C Nk es ¥, (1,) si es X, (M,) el conjunto

{{n,....n): (n,...,rx) € R}

» Una férmula ¢(xi, . .., x,) con variables libres xi,...,x, es ¥,
(M) sies X, (M,) la relacién

{(a1,---,an) :NEo(a1,...,an)}

Por ejemplo,
» R C N3 es ¥, si existe una relacién R’ computable tal que

(x,y,z) € R sii (Fu)(Vv) R'(x,y,z,u,v).

» si R es computable, es I3 la siguiente férmula:

(Vx)(3y)(Vz) R(x,y,z,w)
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Propiedades de 2., y I1,

Teorema

1.

e e

o o

Acy,=Acl,
Acr,(My)=Vm>nAcL,NMy,
ABcx,(N,)=AUBANBcX,(N,)

ReXr,An>0NA={x:(Jy) R(x,y)} = Ak,
.ReNAn>0NA={x:(Vy) R(x,y)} = AecT,

B<mANA€ X, (M,) = BecXx,(M,)
Si R € X,(M,) entonces estan en X ,(M,):

A = {(xy): (V2 <y) R(x,y,2)}
B = {(xy):(32<y) R(x.y,2)}
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1. Ac X, = Ac,
Si
A={x:(On))(3x3)... R(x,y1,.-.,yn)}
entonces

A= {X . (V)/1)(5|)/2)(VY3) s _'R(X7y1a cee ayn)}

2. Aex,(N,)=(Ym>n) Ac X, NNy
Observar que

(Fx1)(Vx2)(3x3) . .. (Qxn) R(x,x1,...,xn)

sii
(Vx0)(3x1)(Vx2)(3x3) .. . (Qxn) R(x,x1,...,Xn)
R/ (X,X0,X1,--+sXn)
(3x1)(Vx2)(3x3) - - . (Qxa)(QXnt1) R(X, X1, ..., Xn)
—_—————

~ R,(X7X17"'7Xnaxn+1)
donde @ = 3Jsi Q@ =V y viceversa.
Lo mismo para férmulas I1,,.
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3. ABexX,(N,)=AUB,ANB e ¥,(MN,):
Supongamos

x €A sii (In1)(Vy2) ... R(x,¥)
xeB i (3z1)(Vz2)...5(x,2)
Entonces
x€e€ AUB  sii (In)(Vy2) ... R(x,¥) V (3z1)(V22) ... S(x, 2)
sic  (3y)(F2)(Vy2)(Vz2) ... R(x, ¥) V S(x, 2)
sii (E|U1)(VU2) R(X 7T1(U1) 7T1(U2) )\/

5(X,7T2(U1),7T2(u2), ..

El mismo truco para AN By para I1,,.

)
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4. ReX, An>0NA={x:(Jy) R(x,y)} =A%,
Supongamos
(x,y) € R si Bz)(Vz)...R(x,y,z1,2,...).
Entonces
x€A i (Fy) R(x,y)
sii (Fy)(3Bz1)(Vz2) ... R'(x,y,21,22,...)
sii (Bu)(Vz2) ... R (x,m1(u), 1 (u), z2, ... )

4. ReNyAn>0NA={x:(Vy) R(x,y)} = Aec,
Andlogo a 4.
5. B<m ANA€ XL, (N,)=BeX,(N,
Sea A={x:(3n)(Vy2)...R(x,y)} ysea B < Avia f.
Entonces
B={x:(Gn)(Vy2)... R(f(x),y)}
———
computable

Lo mismo para el caso [1,.
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6. Si R € ¥,(M,) entonces estan en X,(I1,):

A = {{x,y):(Vz<y) R(x,y,2)}
B = {{x,y):(3z<y)R(xy,2)}
Por induccién en n. Si n =0, Ay B son computables. Sea

n > 0 y supongamos cierta la propiedad para todo < n.
Supongamos R € ¥ ,,. Por 4, B € . Existe S € 1,1 tal que

R(x,y,z) sii (Ju) S(x,y,z,u).
Entonces
(x,y) € A i (Vz <y) R(x,y, z)
sii (Vz < y)(3u) S(x,y,z,u)
sii (Fo)(Vz < y) S(x,y, z,7,(0))

donde o se interpreta como una y-upla.
Por HI

{(x,y,0): (Vz <y) S(x,y,z,m2(0))} € Mp_1.
Entonces A€ % ,,.
El caso R € I1,, es andlogo.
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Ejemplos
Fin = {x: W es finito}
Cof := {x: W es cofinito}

Proposicién
Fin € X».

Demostracion.
x € Fin sii W, es finito sii
computable
N (3s)(Vt) [t > s = Wes = Wi T
Proposicién
Cof € ¥ 3.

Demostracion.
x € Cof sii W es finito sii
computable
——
Gy)Vz) [z>y=ze W] sii (3y)Vz)(3s)[z>y= ze€ Wis ]
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Conjuntos X, y N,-completos y Teorema de Post (TP)

Definicién
Un conjunto A es X ,-completo (I1,-completo) si A€ X, (M,)y
B <1 A para todo B € ¥, (I,).

Teorema (Post)

Para todo n > 0:

1. B e X1 sii B es c.e. en algiin conjunto I, sii B es c.e. en
algun conjunto ¥,

2. 0" es ¥ ,-completo, para n > 0
3. B€ X1 sii Besce. en(”
4. B € Apyy sii B <7 0
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1. B € X, sii B esc.e. en alglin conjunto [, sii B es c.e. en
algin conjunto X ,:
Habfamos visto que B es C-c.e. sii B es C-c.e. (TS 7). El
altimo ‘sii’ sale de ahi. Veamos el primer ‘sii’:
= Sea B € ¥,;1. Entonces existe R € I, tal que
x € B i (Jy) R(x,y)

Entonces B es F y por lo tanto B es R-c.e.
< Supongamos que B es C-c.e. para C € I1,. Entonces existe un

e tal que
xeB si xe WS
sii (3s)(Fo) [ Cc CA xe WS, ]
——
computable

Basta ver que ‘0 C C' es L ,11
cCC sii (Vi <o) [o(i) = C(1)]
sii (Vi<lo)) [[e(i)=1Aie ClV]o(i)=0Ai¢ C]]

My Py

Sabemos MM, Y, C ¥, yque X1 VI 1 CY, 1. Como el
V externo estd acotado, C € ¥ ,41. 119



2. P(" es ¥ -completo, para n > 0:
Por induccién en n. Es claro que vale para n = 1.
Supongamos 0(" es ¥ ,-completo.
BeXY,1 sii Besce. enalgin CeX, por TPl
sii Besc.e. en (" por HI, C <q 0(™
si - B <y p(rt1) por TS3

3. B€ Y1 sii Besce. en ((m:
BeX, i1 sii Besc.e. enalgin conjunto ¥, por TP1
sii Besc.e. en (" por TP2

4. B€ Apyysii B<7 0;
BeAp1 si B,BET,1
sii B, B son c.e. en )" por TP3
si B <7
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Jerarquia estricta

Sabemos
Ny 2 |JZmUMn
m<n
I_II'I?ZH 2 An
Corolario

Sin> 0 entonces A, C My, X,

Demostracion.

P(" e ¥, Supongamos que 0" € A,. Por TP4 ((") <4 ¢(n—1) y
esto contradice TS2. Entonces §(") € ¥, \ A,

Andlogamente (") € M, \ A,,. O
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Ejemplo
Proposicién
Fin es X5-completo.
Demostracién.
Ya vimos que Fin € ¥5. Sea A € ¥, y veamos A <; Fin. Por
definicion B
x €A sii (Vy)(3z) R(x,y,z).

Por el Teorema del Parametro, existe f computable 1-1 tal que

)0 si(Vy <u) (32) R(x,y,2)
Sof(x)(u) - + sino

Tenemos
» si x € A entonces existe y’ tal que no es cierto
(3z) R(x,y’,z). Luego, no es cierto (Vy < u) (3z) R(x,y, z)
para u > y'. Entonces W(, es finito, o sea f(x) € Fin.

» x € A= Wy =N = f(x) ¢ Fin O
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La jerarquia aritmética
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Conjuntos ¥4 y M4
Definicién
» Un conjunto B es X3 (My) sii B es A-computable

» Para n>1, un conjunto B es ¥/ (notado B € ¥/ sii existe
una relacién A-computable R(x, y1,...,ys) tal que

x € B sii (3y1)(Vy2)(3ys) ... (Qyn) R(x,y1,---,¥n)

n — 1 alternancias

donde @ =dsinespary Q =V si nesimpar.

» Para n > 1, un conjunto B es M4 (notado B € M) sii existe
una relacién A-computable R(x, y1,...,ys) tal que

x€B sii (Vy1)(3y2)(Vy3) ... (Qya) R(X,¥1,---,¥n)

n — 1 alternancias

donde @ =V sinespary Q =dsinesimpar.
» Bes A/ (notado B € AZ)sii BeXinm,.
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Jerarquia Aritmética relativizada

Definicién
Un conjunto A es ~5-completo (M$-completo) si A€ £ (N
B <1 A para todo B € X5 (MS).

)y

Teorema (Post relativizado, TPR)
Para todo n > 0:
1. Be Zﬁ\ﬂ sii B es c.e. en algiin conjunto N7 sii B es c.e. en
algtin conjunto ¥4
2. AN es Y A-completo, para n > 0
3. BEX),, siiBesce. en Al

4. Be AL sii B <7 AP
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Observaciones sobre ¥/ y M4

Proposicién

1. si A<t B entonces ¥4 C ¥8
2. si A<t B entonces N2 C N5
3. Y, =2Y
4. My =nY

Demostracion.
1y 2 son triviales.
Para 3, de TP3 A€ ¥, sii Aesce. en ()" Por TPR3, Ac ¥

sii A es ce. en (/)("1) = ().
Anélogo para 4. Ol
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Teoria de la Computabilidad
Clase 7

Conjuntos simples
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Problema de Post

Problema de Post:
; Existe un conjunto A c.e. tal que ) <7 A<7 ('?

Idea: creemos que si, entonces construyamos un conjunto A c.e. tal
que
» A sea incompleto (K £1 A).

> para esto, definir una propiedad sencilla sobre A que diga que
A es muy “fino”, tiene muy poca informacién.

» A no sea computable (A £1 ()

> la propiedad que definamos tiene que ser compatible con ser
no computable.
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Inmunidad y simpleza

Definicién
> Un conjunto es inmune si es infinito pero no contiene a
ninglin conjunto infinito c.e.
» Un conjunto A es simple si A es c.e. y A es inmune

Proposicién

Si A es simple entonces:
1. A no es computable
2. A no es creativo

3. A no es m-completo

Demostracidn.
Ejercicio.
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Existe un conjunto simple

Vamos a ver dos pruebas:

> Una larga pero educativa
> nos va a servir para lo que viene

> Una corta y elegante

Primero la larga.
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Existencia de conjuntos simples (1)

Requerimientos
Tratamos de construir un conjunto A c.e. y satisfacer los siguientes

requerimientos, para todo e € N:
» P.: W, esinfinito = W.NA#(
- N |A] = e

Intuitivamente,
» P, es un requerimiento “positivo”: trata de poner elementos
en A, asi A crece
» N, es un requerimiento “negativo”: trata de evitar poner
elementos en A, asi A crece
Si el conjunto c.e. A que construimos satisface P. y N, para todo
e € N entonces A es simple:
» supongamos que W, es infinito y W, C A. Entonces
W.NA =1, o sea, no se cumple P,.

» supongamos que ||A|| = e, entonces no se cumple Ne.1.
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Existencia de conjuntos simples (1)

Construccion

Recordar:
» P.: W, esinfinito = W.NA#(
> Ne: ||Al > e

Definimos una enumeracién de A. Llamamos As a la aproximacién
de A en el paso s. Cada A; es finito, y definimos
A75:{ao’5 <ays < }
Finalmente A =, As.
Paso 0 Definir Ag := 0.
aso s + 1 Ya estd definido As.
Buscar el primer e < s tal que
L WesNAs=0y
2. para algin m>e, ams € Wes
Si no hay ningin tal e, pasar al paso s + 2. Si no,
» definimos Asy1 := As U{ans} (n es el minimo m que satisface
2)

» decimos que “atendemos a P, en el paso s + 1" 5



Existencia de conjuntos simples (1)

Verificacién

Hecho

Una vez que P, es atendido en el paso s no vuelve a ser atendido.

Hecho
Los ap s van creciendo a medida que aumenta s (ans < ans+1)-
Cuando atendemos P, en el paso s + 1 y metemos a, s en A,
crecen los am s para m > n, pero quedan iguales aps, ..., an—1s.
EAs11
As={a0s < <aes< < api1s< Ane < Anp1s < anizs..-}

As+1 = {ao,s << @es < v < ap-1s < An+l,s < dAny2s - - }
Il Il I Il Il

dao,s+1 de,s+1 ap—1,s+1 dn,s+1 dn+1,5+1
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Existencia de conjuntos simples (1)

Verificacién

Hecho

Para todo n, lim; ap+ < oo.

Demostracion.

Supongamos lo contrario. Existe n y sucesién s; < s < ... tal que
para todo /, aps; < ans+1. Entonces para todo i € N, en el paso
si + 1 atendemos a cierto P, y metemos a, s, en A. Cada P, es
atendido una sola vez. Entonces si i # j, e; # ¢j. Pero por la
condicién 2 de la construccién, n > e;. Entonces {e; : i € N} es
finito. Absurdo. [
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Existencia de conjuntos simples (1)

Verificacién

Hecho

Para todo e, se satisface N.. Es decir, A es infinito.

Demostracion.

Fijemos e. Sea s suficientemente grande tal que ags,...,3e—1
son estables (i.e. paratodot>syi=0,...,e— 1, tenemos
aj s = aj ). Entonces

{30757 e ae—l,s} - A.

De esta manera, |A|| > e. O
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Existencia de conjuntos simples (1)
Verificacién
Hecho

Para todo e, se satisface P-.

Demostracion.
Supongamos que |[We|| =00y We N A =0. Sea

A = {agg<a<a<..}
y = min{x:x € WeAx > ac}
Sea s suficientemente grande tal que
>y € Wes
> aps=apparanc{0,...,e}

> si P;, i < e, es atendido, ya fue atendido para el paso s + 1

En el paso s + 1, el item 1 de la construccién vale trivialmente.

> si y € As entonces y € AN W,. Absurdo.

> si y € A, tenemos y = an s para alglin m > e. Entonces vale
elitem 2y aps € As11 N We s € AN We. Absurdo. 0]
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Existencia de conjuntos simples (1)
Definir f parcial computable como:
f(e) = primer elemento > 2e que aparece en W,
SeaS=rgf.
» S es c.e. porque es el rango de una funcién parcial computable

» S es infinito: como f(e) > 2e, S contiene a lo sumo e

elementos de entre {0,1,...,2e}, a saber:
f(0),f(1), ..., f(e —1).
Entonces
IST2e+1] = 2e+1—[{f(0),f(1),....f(e—1)}|

> 2e+4+1l—e=e+1,

de modo que S es infinito.

» si W, es infinito, f(e) € SN W,, de modo que SN W, # (.
Entonces S es simple.
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Los conjuntos simples no nos alcanzan

Sabemos que si A es simple entonces

» Aesc.e. (yporlotanto A <, (')

» no computable (A £1 0)

» m-incompleto (/ £, A)
Sin embargo A puede ser T-completo (A >1 (') (lo veremos mas
adelante).

Nueva idea: Definir A mds y mas “fino".
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Teoria de la Computabilidad
Clase 8

Conjuntos hipersimples
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Codificacién de conjuntos finitos y arreglos
Definicién
Dado un conjunto finito A= {a; < ap < --- < ak},
> el nimero y = >, ;, 2% es el indice candnico de A

» notamos D, al conjunto finito cuyo indice canénico es y, y Dy
denota ().

Si y se escribe en binario, D, son las posiciones donde el digito 1
ocurre.

Por ejemplo, si y =5 = 20 + 22, que en binario es 101, entonces
D, = Ds = {0, 2}.

Definicidon

» Una secuencia {F,},en de conjuntos finitos es un arreglo si
hay una funcién computable f tal que F;, = Dr(py.

> Un arreglo es disjunto si todos sus miembros son disjuntos dos
a dos.
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Hipersimpleza
Definicién
» Un conjunto infinito B es hiperinmune (h-inmune) si no existe
un arreglo disjunto {F,}nen tal que (Vn) F, N B # 0.

» Un conjunto A c.e. es hipersimple (h-simple) si A es h-inmune.

Nueva idea: “mas fino” = hipersimple
Si A es simple entonces no hay un conjunto infinito c.e.
{an}nEN - Z

Si A es hipersimple entonces no hay un arreglo disjunto
{F:}nen tal que (Vn) F,MA#(
» A contiene a algln elemento de F,,, pero no sabemos a cual.

Teorema
Si A es hipersimple entonces A es simple.

Demostracidn.
Eiercicio. O
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Mayorar funciones y funcién principal

Definicién
» Una funcién f mayora a una funcién g si (¥x) f(x) > g(x).

» Si A={ap < a; < ...} es un conjunto infinito, la funcién
principal de A es pa(n) = an.

» Una funcién f mayora un conjunto infinito A si f mayora a pa.
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h-inmune sii no computablemente mayorado

Teorema

Un conjunto infinito A es h-inmune sii ninguna funcién computable
mayora a A.

Corolario
Un conjunto coinfinito c.e. A es h-simple sii ninguna funcién
computable mayora a A.

Demostracién (del Teorema)
< Sea {Dg(x) }xen un arreglo disjunto tal que
(Vx) Dg(xy NA # 0.
Sea

F(x) = max | [{Dgy)by<x-

» f es computable

» como { Dy, }xen es disjunto, f(x) > pa(x) »



= Sea f computable tal que (Vx) f(x) > pa(x). Definir g de
esta manera:

> g(0) es tal que Dg(o) = {0,...,f(0)}
» supongamos que tenemos definido g(0),...,g(n). Sea

kn = 1+ max|_J{Dg(i }i<n
y definir g(n + 1) tal que

Dg(nt1) = {kn,-- -, f(kn)}

Claramente {Dg () }nen s un arreglo disjunto.

Veamos que (Vn) Dg(ny N A # 0
> es claro para n = 0 pues pa(0) < f(0) y Dgo) = {0,...,f(0)}.
> basta ver que p(kp) € Dg(n+1) = {kn, -, f(kn)}

> como pa es funcién principal, pa(kn) > kn
> por hipétesis pa(kn) < f(kn) 0
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Existe un conjunto h-simple

Teorema

Para cada conjunto c.e. no computable A hay un conjunto
h-simple B =1 A.

Demostracion
Sea f computable 1-1 tal que rg f = A. Sea a5 = f(s). Entonces

A= {ao,al,ag, . }
Definir el conjunto de deficiencia de A para la enumeracién f:

B={s:(3t>s)ar < as}
» B €Y, de modo que B es c.e.
» B es infinito (ejercicio)
> 3 (x) < pg(x+1) (y luego a pa(x) = x):

> pg(x) € B, de modo que (Vt > pg(x)) ar > a, ()
> como f es 1-1, (Vt > pg(x)) ar > ap_(x)
» instanciar t = pg(x + 1) > pg(x)
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> A <r B:
» basta ver que x € A sii x € {a, a1, . . .,apg(x)}
> sabemos que (Vt > pg(x)) ar > 3, () > X
> si x € A entonces x = a5 para s < pg(x)
» dado B puedo computar B y de ahi pg

» B <7 A:
> definir A; = {ap, a1,...,as} (observar #A; = s+ 1)
» dado s enumerar Ag, A1, Az, ... hasta encontrar el primer t t

que A; [ 1+ a; = A [ 1+ as. Esto se puede hacer de manera
A-computable.

es claro que t > s, pues al menos tengo que ‘encontrar’ ag
por construccién, a; < ag y (Vt' > t) ap > as

si t = s entonces s ¢ B

si t > s entonces a; < as. Luego s € B.

vV vy vy

» B es h-inmune:
> supongamos pg es mayorada por g
> entonces x € Asii x € {a,a1,...,3g(x)}
» entonces A seria computable. Absurdo.

al

O

146



Simpleza e hipersimpleza no alcanzan

Queriamos resolver el problema de Post:
¢/ Existe un conjunto A c.e. tal que ) <t A<7 ()'?

Buscdbamos una respuesta afirmativa tratando de encontrar una
propiedad sobre A que garantizara

1. no computabilidad (A €1 ()

2. T-incompletitud (0" £+ A)
Propuestas:

> A es simple

> A es hipersimple

» (hay mds: A es hiperhipersimple)

Garantizan 1 pero no pueden garantizar 2: por el teorema anterior,
hay un conjunto hipersimple =1 (/
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Teoria de la Computabilidad
Clase 9

Conjuntos bajos, solucién al problema de Post

148



Conjuntos altos y bajos

Sabemos que si ) <7 A <7 (/ entonces ) <7 A" <+ ("
Definicién

» Aes bajo (low) si A =1 (.

» Aes alto (high) si A =1 ".
Intuitivamente,

> los conjuntos bajos estan cerca de ser computables

> los conjuntos altos estdn cerca de ser completos
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Equivalencias de conjuntos bajos

Teorema

Si A<t (, los siguientes son equivalentes:

1. A es bajo
2. ¥4 Cy
3.A < 0

Demostracién.
Aes bajo s
sii
sii

sii
sii

ultimo sii:

A STW
A e JAVS
Y C A
ypCn,
A/ Sl @//

por TPR4
porque A’ es Z{‘;completo
porque ¥{ C ¥V =%,

= Como A’ € Y4 entonces A’ € M,. Como (" es My-completo,

A< 0.

TPR
< Bex{ = BesAce.

TS
=

B<i A< ("= Bell, m
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Equivalencias de conjuntos altos

Teorema
Si A<t (, los siguientes son equivalentes:

1. A es alto
2. 5, cng
3. @// <4 y

Demostracion.
Aesalto sii 0/ <y A
si (€ A2 por TPR4
si ¥, C A2 porque (" es ¥p-completo
sii 2o, C I'I’24 porque ¥, C Zé
sii 0 <y A7

dltimo sii:
= Como )" € ¥, entonces (" € M. Como A” es 5-completo,
0" <y A"
TS5 —
< Bery=Beslce B0 <1 A= Belj 0
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Solucién al problema de Post

Friedberg y Muchnik dieron una solucién al problema de Post:
Construir un conjunto A que sea simple y bajo.

» si A es simple entonces no es computable () <7 A)

» si A es bajo entonces es incompleto (A <1 @)

» en efecto, supongamos que A =1 ()’. Entonces A’ =1 (.
Como A es bajo, A =1 (/. Absurdo.

El problema estd en construir un conjunto que cumpla con las dos
condiciones.
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Lesiones finitas (finite injury)
Como en la demostracién (I) de existencia de conjuntos simples,
vamos a tener dos tipos de requerimientos. Informalmente:
> P, trata de poner elementos en A para que A sea simple
» N, trata de no poner elementos en A para que A sea bajo

Los Pe y N, tienen objetivos en conflicto.
Cada P. y cada N, tiene asignada una prioridad.

Cuando un P; actiia, puede destruir (lesionar) un N solo si la
prioridad de P; es mayor que la prioridad de de N;.

La construccién va a garantizar que:

» solo los N; pueden ser lesionados por P; de mayor prioridad

» para cada N; hay una cantidad finita de i tal que P; tiene mas
prioridad que N;. Entonces cada N; puede ser lesionado solo
una cantidad finita de veces.
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Existe un conjunto simple y bajo

Basta construir un conjunto A c.e. y coinfinito que cumpla estos
requerimientos:

» P.: W, esinfinito = W.NA#(

> Ne: (3%s) d2s(e) | =  @l(e)

Esta claro que los P, quieren agregar elementos a A para que A se
interseque con todos los W, infinitos.

En cambio, los N no quieren que A cambie. Si N, vale y
cambiamos A, corremos el riesgo de que N, deje de valer. En efecto
si Acy1 = Ar U {x} podria pasar que ®2¢(e) | pero ¢ét+1(e) 1.
Entonces hay que tener cuidado con qué x podemos agregar a A.
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Los P, garantizan simpleza; los N, garantizan bajura

Los requerimientos P, son los mismos que vimos para probar la
existencia de conjuntos simples (demostracién (1)).

Hecho

Si A es infinito y para todo e vale P, entonces A es simple.

Hecho
Si para todo e vale N, entonces A es bajo (A’ <1 ).

Demostracion.
Definir la funcién computable g de esta manera:

0 sino

Si para todo e vale N, entonces g(e) = lims g(e, s) existe para
todo e. Por el Lema del Limite, § <+ (". Pero g es la funcién
caracteristica de A’, de modo que A’ <7 (. O
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Cémo ayudamos a los N,

Recordar:

- Ne: (3%5) Oli(e) L = A(e) )

Vimos que si N, vale y agregamos un elemento x a A, el computo
®2(e) se puede destruir (N se puede lesionar). Es decir, si

Ari1 = A; U {x} podria pasar que ®2¢(e) | pero d)?*“(e) 1.
Recordar que la funcién de uso es computable y estd definida como

u(As; e, x,s) = 14+maximo elemento usado en el cémputo de Cbé‘fs(x)

y definimos r(e,s) = u(As; e, e,s).
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Cémo ayudamos a los N,

Ayudamos a N, si evitamos agregar en A elementos x < r(e,s).
1. si ponemos en A un elemento x < r(e,s) estamos
amenazando N, y posiblemente lo lesionamos
2. si ponemos en A un elemento x > r(e,s), a Ne no le importa
y seguro que no lo lesionamos
Si siempre pudiéramos garantizar 2, si ®2t(e) [y r = r(e, t)
entonces A; [ r = A | ry luego ®2(e) |.
No podemos garantizar 2 para todo e, pero fijamos esta regla de
prioridad:

En el paso t, P; puede meter elementos < r(e,t) en A
(lesionando a N, ) solo si i < e.

Para i < e, P; tiene mayor prioridad que N.. Asi, N puede ser
lesionado por Py, ..., Pe_1 pero nunca por Pe, Pet1,. ..
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Construcciéon de A

Paso 0 Ag = 0.

Paso s+1 Dado As podemos computar r(e,s) para el e que queramos.
Elegir el menor i < s tal que cumpla estas dos condiciones
L WisNnAs=0 y
2. (3x) [xe Wis Ax>2iA (Ve <i)r(es) < x]
Si tal i existe, definir As11 := As U {x}. En este caso decimos
que atendemos a Pe. Si tal i no existe, definir Asy1 := As.

Finalmente A =, As.

Decimos que x lesiona a N en el paso s+ 1 si x € As11 \ As y
x <r(e,s).
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Verificacidon

Lema
P. es atendido a lo sumo una sola vez.

Demostracion.
Una vez que P, es atendido en el paso s + 1, la condicién 1 de la
construccién es falsa para pasos > s + 1. ]

Lema
N, es lesionado a lo sumo una cantidad finita de veces.

Demostracion.

Por la condicién 2 de la construccién, N, puede ser lesionado solo

por un x agregado a A cuando un P; es atendido, con i < e. Como
cada P; es atendido a lo sumo una vez, N, es lesionado a lo sumo

e veces. L]
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Verificacidon

Lema
Para cada e, N, es verdadero y r(e) = lims r(e,s) existe.

Demostracién.

Fijemos e. Sea s, suficientemente grande tal que N, no es
lesionado en etapas > s..

Recordar:

> Ne:(3%s) d2s(e) L =  dd(e) )

Supongamos cierto el antecedente de N.. Tenemos CDé‘fs(e) | para
algiin s > s.. Entonces (por induccién en t) para todo t > s
tenemos

r(e,t) = r(e,s) y d>’(__f\‘(e) = <D’645(e).

De modo que para r = r(e,s) tenemos As [ r=ATry
dZ(e) = ds(e) I O
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Verificacidon
Lema

Para cada i, P; es verdadero.

Demostracidn.
Fijemos i. Recordar:

» P W, esinfinito = W NA#(
Supongamos que W; es infinito. Sea s tal que

(Vt > s)(Ve < i) r(e, t) = r(e).

Sea s’ > s tal que ninglin P;j, j < i recibe atencién después de la
etapa s’. Sea t > s’ tal que

(3x) [x € Wit Ax>2iA (Ve <i) r(e) <x]

O bien W; N A¢ # 0 o bien P; es atendido en la etapa t + 1. En
cualquier caso, P; es verdadero al finalizar la etapa t + 1. ]

Observar que A es infinito por la cldusula x > 2/ de la condicién 2.



Teoria de la Computabilidad
Clase 10 (Opcional)

Aleatoriedad y Computabilidad
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Notacidén

» Ndmeros reales = secuencias = conjuntos de naturales

~
2= secuencias [0,1] = nimeros reales
infinitas de Os y 1s entre0y 1
A =010110101011... A =0,010110101011...

conjuntos de N /

A={1,3,4,6,8,10,11...}

2 =1{0,1}

2<% = conjunto de todas las cadenas binarias

A | n = primeros n digitos de A

A(f) € 2 es el i-ésimo bit de A. Entonces A(i) = 1sii i € A.
si o es una cadena, |o| es la longitud de o

vV vV v VY
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Numeros normales

Experimento: tirar una moneda y anotar 0 = cara y 1 = ceca.

» Resultado 1
0001110110101101010110100111101101. ...

» Resultado 2
0101010101010101010101010101010101 . ..

No nos Ilama la atencién 1, peor no creemos en 2.

;. Cémo podemos definir formalmente la idea de
"secuencia infinita de Os y 1s aleatoria”?
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Aleatoriedad segtin el paradigma de teoria de la medida

Idea:

» los nimeros aleatorios deben ser aquellos que no tengan
propiedades “efectivamente” raras

> si una propiedad es un conjunto efectivamente nulo, entonces
un ndmero aleatorio no debe tener esa propiedad

> 0 sino, el paradigma de estocasticidad: un aleatorio debe pasar
todos los test estadisticos efectivos
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Martin-Lof aleatoriedad

Definicién
C C 2% es una clase Y si existe e tal que

C={Z|(FoeW,)o=<Z}

Definicién (Martin-Lof, 1966)
» un test de Martin-L&f es una secuencia (V,)nen de clases ¥9
uniformemente c.e. tal que p(V,) <277
» A pasa el test de Martin-Lof (Vp)nen i A € ()pen Vn
» A es Martin-Lof aleatorio (ML aleatorio) si y solo si A pasa
todo test de Martin-Lof
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Test universal

Teorema
Existe un test universal de Martin-L6f; i.e. existe (Un)nen tal que A
es ML aleatorio sii A pasa (Un)nen-

En otras palabras, los ML aleatorios son 2 \ (), oy Un

Proposicion

Casi todos los reales son ML aleatorios.
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Aleatoriedad segtin el paradigma de impredecibilidad
Idea: El conocimiento de los primeros n bits no ayuda para
conocer el n+ 1-ésimo.

Definicién (Ville, 1939)
» Una martingala es una funcién d : 2<¢ — R29 tal que
d(A\) > 0y para cada 0 € 2<%
d(00) + d(ol
(o) = 900 elr))
> d tiene éxito en A € 2% si

limsup d(A | n) = oc.

n—o0
» d tiene éxito en una clase C C 2% si d tiene éxito en cada
Ael.

La interpretacién es:

> juego justo de apuestas en bits sucesivos de una secuencia escondida
> d representa el capital. El apostador empieza con capital d(\) > 0.

> en cada vuelta, apuesta ad(o) al 0y (1 — a)d(o) al 1 para « € [0, 1]
>

si acierta, duplica; sino pierde. d(00) = 2ad(c); d(ol) = 2(1 — a)d(0).
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Caracterizacién de clases nulas usando martingalas

Una clase C es nula cuando la medida de Lebesgue de C es 0
(u(C) = 0).

Teorema (Ville, 1939)

Para cualquier clase C C 2%, 1 (C) = 0 sii hay una martingala que
tiene éxito en C.

En otras palabras

Para cualquier clase C C 2%, 1 (C) # 0 sii ninguna
martingala tiene éxito en C.
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Caracterizaciéon de aleatoriedad de ML aleatoriedad
martingalas

Definicién

Un martingala d es c.e. si existe una funcién computable de dos

variables
d:Nx2<% 5 Q

tal que para todo o € 2<%,

d(o) = Ifgn d(s,o)

Proposicién
A es ML aleatorio sii ninguna martingala c.e. tiene éxito en A.

Es una versién efectiva del teorema de caracterizacion de clases
nulas usando martingalas que vimos antes.
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La critica de Schnorr - aleatoriedad computable

Segtn Scnorr

» el teorema de caracterizacidén anterior muestra una falla en la
intuicidn detrads de la nocién de ML aleatoriedad

> |a aleatoriedad debe estar relacionada con vencer estrategias
computables y no c.e.

» de la misma manera, en la definicién de Martin-Lof, los tests
V, son c.e. pero no computables

Definicién (Schnorr, 1971)
Lo mismo que Martin-Lof, pero con p(V,) =27".

Asi, los V, se vuelven computables (i.e. 2% C V, es computable).

Teorema
No hay test universal de Schnorr.
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Computablemente aleatorio

Definicidn
Un martingala d es computable si

d:2<¥ - Q°
es una funcién computable.

Definicién
A es computablemente aleatorio (comp. aleatorio) si ninguna
martingala computable tiene éxito en A.

Jerarquia de nociones:
ML aleatorio = comp. aleatorio = Schnorr aleatorio
No vale ninguna de las implicaciones <.
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Aleatoriedad segtin el paradigma computacional

Idea: los niimeros aleatorios son algoritmicamente incompresibles

Sea To, T1,To,... una enumeracién de todas las maquinas de
Turing libres de prefijos (dom T, es libre de prefijos).
Fijamos U = maquina universal libre de prefijos, por ejemplo:

U(0°10) = Te(o).

Definicién (Levin, 1973; Schnorr, 1973; Chaitin, 1975)
K: 2<% — N, la complejidad de largo de programa con respecto a
la maquina universal U, es

K(o) = min{|p|: U(p) = o}.

K es una nocién de complejidad absoluta (no depende de la
maquina universal que elegimos).
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K no es computable, pero es aproximable desde arriba

K no es computable, pero es aproximable desde arriba.
Existe f computable y no creciente

f:oxN—=NU{oo}
tal que para todo o € 2<%
lim f(o,s) = K(o).

En efecto, definir

f(0,5) = Ks(o) = min{|p|: [p| < s A Us(p) = o} U {oo}.
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ML aleatoriedad usando la complejidad de largo de
programa

Teorema (Schnorr, 1971)
A es ML aleatorio sii (3c)(¥n) K(A [ n) > n—c.

Entonces ML aleatoriedad es una nocidn robusta. Puede ser
caracterizada usando

> tests: no es atrapado por ningtn test de Martin-Lof
» martingalas: ninguna martingala c.e. tiene éxito

» compresion: sus prefijos son algoritmicamente incompresibles
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Probabilidad de detencidn

Dada una mdaquina libre de prefijos M,

Qu= Y 2P =/ (domM2v).
p:M(p)}

es la probabilidad de que M se detenga.
Por ejemplo, si M(p) | sélo cuando p = 0’1 con i par, entonces
Qm = 0,1010101... =2/3.

Teorema (Chaitin, 1975)

Para cualquier maquina universal U, Qy es aleatorio.

Fijamos U = maquina universal. Escribimos €2 en lugar de Qy.
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Reales aleatorios left-c.e.

Definicion
Un real A es left-c.e. si existe una funcién computable f : N — Q
no decreciente f tal que

lim £(s) = A.

Proposicion
Q es left-c.e.
Teorema (Slaman y Ku&era, 2001)

Para cualquier A left-c.e. Son equivalentes:

» A es ML aleatorio
» Para todo B left-c.e. (3c)(Vn) K(B [ n) < K(A|n)+c
> A es la probabilidad de detencién de alguna maquina universal
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ML aleatoriedad y clases M9

Definicién
C C 2¢ es una clase M9 si es el complemento de una clase 9.

Si A no es aleatorio via ¢, tenemos
(3n) K(ATn)<n—c sii (3n,s)Ks(Aln)<n-—c
Sea G el siguiente conjunto c.e.

{o:(3n,s) Ks(o) < n—c}

» A€ G2 (que es una clase X9) sii A no es aleatorio via ¢
entonces

» A es aleatorio via ¢ sii A € 2%\ G2 (que es una clase M9)
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ML aleatoriedad y reducciones
Teorema (Kulera 1985; Gacs 1986)

Sea Q es una clase N? no vacia de conjuntos ML aleatorios. Para
todo A existe un Z € Q tal que A <yt Z <uit AD .

(<wtt es una reduccién que implica <7.)

Teorema (Calude y Nies, 1997)
Q =wit @I.

Proposicion
Ningtin conjunto c.e. es ML aleatorio. ML aleatorio implica no
computable.

Teorema (Low Basis Theorem, Jockusch y Soare 1972)

Cualquier clase MY no vacia tiene un elemento bajo.

jEntonces existen ML aleatorios bajos!
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Reales anti-aleatorios: K-trivialidad y C-trivialidad

A es aleatorio cuando es algoritmicamente incompresible: la
complejidad de A | n es mayor que n.

A es anti-aleatorio cuando A es altamente compresible: la
complejidad de A | n es parecida a la complejidad de 0.
A [n = A0A1A2... A,,,l
0" = 00O0... O

Definicién (Kolmogorov, 1965; Solomonoff, 1964; Chaitin
1975)

C : 2<% — N es la complejidad plana (como K pero sin trabajar

con maquinas libres de prefijos).
C < Ky C no sirve para definir aleatoriedad.
Definicién

» Un real A es C-trivial cuando (3c)(Vn) C(A | n)

<
» Un real A es K-trivial cuando (3¢)(Vn) K(A | n) <

¢(0") +
K(0") +
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Reales anti-aleatorios: K-trivialidad y C-trivialidad

Teorema (Chaitin, 1976)
A es C-trivial sii A es computable.

Teorema (Chaitin, 1975)
Si A es K-trivial entonces A <1 (' (i.e. A€ AY).

Teorema (Solovay, 1975; Downey et al. 2002)
Existen K-triviales no computables.
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Nociones de bajura y K-trivialidad
Una nocién de bajura (lowness) de un conjunto A C N dice que A
es computacionalmente débil cuando se lo usa como oriculo. Por
lo tanto A estd cerca de ser computable. Algunas son nociones de

anti-aleatoriedad.

bajura.
1. f. Falta de elevacion.
2.7 ant. bajeza (Il accion indigna).
3.1 ant. bajeza (Il abatimiento, humillacion).

o V.
pesca de bajura

Real Academia Ezpafiola © Todos los derechos reservados
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Algunas nociones de bajura

La funcién de complejidad K y la definicién de ML aleatorio se
pueden relativizar a oraculos. Algunos ordculos pueden ser dtiles y
otros no.

> A es K-trivial: algoritmicamente muy compresible.
(Je)(¥n) K(A ] n) < K(0") + c.

» A es bajo para K (low for K): no es Gtil para reducir K.
(3c) (Vo) K(o) < KA(o) + c.

» A es bajo para aleatorios (low for random): no es Gtil para
detectar regularidades.
Para todo B, si B es aleatorio entonces B es A-aleatorio

Teorema (Nies, 2003)

Las tres clases coinciden.
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