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Computabilidad
Clase 1

Introduccién, maquinas de Turing, funciones parciales,
funciones Turing computables, ejemplos



Origenes

> fines del siglo XIX y principios del siglo XX: interés por los
fundamentos de la matematica
» dos grandes bisquedas (Hilbert)
1. completitud de la aritmética
> se buscaba un sistema axiomdatico que capturara todas las
verdades de la aritmética
> Godel (1931): cualquier sistema axiomatico suficientemente
poderoso es incompleto o inconsistente
2. el problema de la decisién (Entscheidungsproblem)
> se buscaba un procedimiento efectivo para decidir si cualquier
férmula de primer orden era valida o no
> Turing (1936): no existe tal procedimiento efectivo

p

David Hilbert Kurt Godel Alan Turing



Maquinas de Turing

wloftf1fofofoforfof«]]-

]

Se compone de :
> una cinta
» dividida en celdas
» infinita en ambas direcciones
» cada celda contiene un simbolo de un alfabeto dado X.
> x € X
» LR¢Y
* representa el blanco en una celda
Ly R son simbolos reservados (representardn acciones que
puede realizar la cabeza)
» una cabeza
> lee y escribe un simbolo a la vez
> se mueve una posicion a la izquierda o una posicién a la
derecha
» una tabla finita de instrucciones
» dice qué hacer en cada paso




Tabla de instrucciones

» Y esel alfabeto. L,R¢ %, x € L.
> @ es el conjunto finito de estados
» A=X U{L, R} es el conjunto de acciones
» un simbolo s € ¥ se interpreta como “escribir s en la posicién

actual”

» L se interpreta como “mover la cabeza una posicién hacia la
izquierda”

> R se interpreta como “mover la cabeza una posicién hacia la
derecha”

Una tabla de instrucciones T es un subconjunto (finito) de
QAXXELXAXQ

La tupla
(9,s,2,4) €T

se interpreta como

Si la maquina estd en el estado q leyendo en la cinta el
simbolo s, entonces realiza la accién a y pasa al estado q'



Ejemplo de ejecucién de una instruccion

Supongamos un alfabeto * = {0, 1}.
Una méaquina con esta tabla de instrucciones:

{ (q170a1aq2) 3 (CI2;17RaCI1) }

Si empieza en esta configuracién

lofafafofofofofafof«]x]
A
pasa a

lofufafafofofofufof«[«]-
A\

y luego a

wlofafafrfofofofafof«]x]
A




Definicién de mdquina de Turing
Una maquina de Turing es una tupla

(27 Qa T7 qo, CIf)

donde
Y (finito) es el conjunto simbolos (L,R ¢ ¥, * € X)
Q (finito) es el conjunto de estados

> tiene dos estados distinguidos:

> qo € Q es el estado inicial
> gr € Q es el estado final

TCQxXxXxXU{L R} x Q es la tabla de instrucciones
> va a ser finita porque ¥ y Q lo son

vy

v

» cuando no hay restricciones sobre T decimos que M es una
maquina de Turing no deterministica

» cuando no hay dos instrucciones en T que empiezan con las
mismas primeras dos coordenadas, decimos que M es una
maquina de Turing deterministica

10



Ejemplo
Sea M = (27 Q7 T7 qo;, qf) con

> ¥ = {xa,b)
» Q= {q0,91,9r}
» tabla de instrucciones
G a b ¢
T_ @ b R qo
do * * qf
g1 * * qf
. . a a a
> sI empieza en
do
. . a a b
> S| empieza en
qo0
a a b a

> si empieza en
90

Visto como autémata

a/b
inicio H °
b/R

. *
termina en

termina en

termina en

ar

* /%

b b b b

b b b a
do

a b a

*/

*
ar

*

*

11



Representacion de nimeros y tuplas
Fijamos ¥ = {x,1}.
» representaremos a los ndmeros naturales en unario (con
palotes).

» el nimero x € N se representa como

x=1...1
——

x+1

» representamos a las tuplas (xi, ..., X,) como lista de
(representaciones de) los x; separados por blanco
> la tupla (xi,...,x,) se representa como

Por ejemplo,
» el ndmero 0 se representa como 1
> el nimero 3 se representa como 1111
» la tupla (1,2) se representa como %11 % 111x
> la tupla (0,0, 1) se representa como *1 % 1 % 11x

12



Funciones parciales
Siempre vamos a trabajar con funciones f : N” — N.

Pero van a ser funciones parciales. Una funcién parcial f es una
funcién que puede estar indefinida para algunos (tal vez ninguno;
tal vez todos) sus argumentos.

» notamos f(xi,...,x,) J cuando f estad definida para
X1,...,Xn. En este caso f(xi,...,x,) €s un nimero natural.
» notamos f(xi,...,x,) T cuando f estd indefinida para
X1, .oy Xn

El conjunto de argumentos para los que f estd definida se llama
dominio de f, notado dom(f).

dom(f) ={(x1,...,%n) : F(x1,...,xn) }}

f es total si dom(f) = N".
13



Cémputo de funciones parciales en maquinas de Turing
Una funcién parcial f : N” — N es Turing computable si existe una
méquina de Turing deterministica M = (X, Q, T, qo, gr) con ¥ = {x,1}
tal que cuando empieza en la configuracién inicial

(con los enteros x; representados en unario y nada mdas en la entrada
salvo la representacién de la entrada):

> si f(x1,...,X,) | entonces siguiendo sus instrucciones en T llega a
una configuracién final de la forma

T [ Foar o [ * ]
YA

(quizd algo mds en la cinta)

> si f(x1,...,%,) T entonces nunca termina en el estado gr.
14



Cémputo de la funcién f(x) =0

inicio —{ 9o */R @ */1 @ VR @
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Cémputo de la funcidn f(x) =x+1

inicio —{ 9o */1 @ VR @
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Cémputo de la funcién f(x) = 2x
Idea: por cada 1 que borro de la entrada, pongo 11 bien a la derecha.
Repito esto hasta que quede solo un 1 en la entrada. Ahi pongo un 1 mas
a la derecha.

Ejemplo: entrada =2

1. % % % x *x 1 1 1 % * * % x *x * * %
2. % x % % *x *x 1 1 % 1 1 % % % *x x x
3. 0% x % x %+ x x 1 x 1 1 1 1 % x % %
4. x % % *x x x *x 1 x 1 1 1 1 1 % = %
Invariante: a lo largo de cada iteracién, la cinta estd asi:
xxxl. . Lxl...... 1% para algin n>0,m >0, n+m—1 = entrada
——
n 2m
1. si n =1 entonces pongo un 1 mas a la derecha y termina en gr con

sk xlxl. . ... IEEE
—
2m+1
si n > 1 transformo la cinta en *xx1...1x1...... 1% % % y vuelvo
—— ——

al paso 1 17



Cémputo de la funcién f(x) = 2x

oo a0 /L Q 1/L C\ */R O
* [ * 1/LC<¢7—3> 1/R q13

e - I
DSOS @ﬂ

1/R

*/R

x/1
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Cémputo de una funcién parcial

Supongamos

T sino

F(x) = {x si x es par

L 1/L
inicio —{ 4o il @ /

1/R

az
1/L 1/L

19



Poder de computo

Teorema
Sea f : N™ — N wna funcién parcial. Son equivalentes:

1. f es computable en Java

2. f es computable en C

3. f es computable en Haskell
4. f es Turing computable

No es importante

> qué base usamos para representar a los nimeros
» usamos representacién unaria (X = {x,1})
» pero podriamos haber elegido la binaria (X = {x,0,1})
» o base 10 (X = {,0,1,2,...,9})

> si permitimos que al terminar la cinta tenga otras cosas

escritas ademas de la salida o solo contenga la salida

> si usamos esta variante de arquitectura:
» una cinta de entrada (solo de lectura)
» una cinta de salida (solo de escritura)
> una o varias cintas de trabajo, de lectura/escritura

iSiempre computamos la misma clase de funciones! 20



Computabilidad
Clase 2

Funciones iniciales, composicion, recursién, clases PRC,
funciones primitivas recursivas

21



Funciones iniciales

Otra manera de formalizar la idea de funcidon calculable de manera
efectiva:

» empezar por funciones muy simples, efectivas intuitivamente

> si mezclamos de alguna manera efectiva dos o mas funciones
que ya eran efectivas, entonces obtenemos una funcién
calculable de manera efectiva

Definicion

Las siguientes funciones se llaman iniciales:
» s(x)=x+1
» n(x) =0

» proyecciones: uf'(xy,...,xn) = x; para i € {1,...,n}

22



Composicién y recursién primitiva

Definicion
Seaf:Nf 5 Nygi,...,gc:N" - N. h: N" - N se obtiene a
partir de f y g1,...,&k por composicion si

h(xt,...,xn) = flgi(x1,-- s Xn)s -, 8k(X1, -y Xn))

Definicion
h: N1 — N se obtiene a partirde g : N"*2 5 Ny f : N" =+ N
por recursion primitiva si
h(xt,...,xn,0) = f(x1,...,%n)
h(xt,...,xnt+1) = g(h(x1,...,Xn, t), X1, ..., Xn, t)

(En este contexto, una funcién 0-aria es una constante k. Si h es
l-aria y t = 0, entonces h(t) = k = s(K)(n(t)).)

23



Clases PRC

Una clase C de funciones totales es PRC (primitive recursive
closed) si

1. las funciones iniciales estan en C
2. si una funcién f se obtiene a partir de otras pertenecientes a

C por medio de composicidn o recursidn primitiva, entonces f
también estd en C

Teorema
La clase de funciones totales Turing computables (o computables
en C, 0 en Java) es una clase PRC.

24



Funciones primitivas recursivas

Una funcién es primitiva recursiva (p.r.) si se puede obtener a

partir de las funciones iniciales por un nimero finito de

aplicaciones de composicién y recursidon primitiva.

Teorema

Una funcion es p.r. sii pertenece a toda clase PRC.

Demostracion.

(«<=) La clase de funciones p.r. es una clase PRC. Luego, si f
pertenece a toda clase PRC, en particular f es p.r.

(=) Sea f p.r. y sea C una clase PRC. Como f es p.r., hay una lista
f17 fza ceey fn
tal que

> f = fn

» f; es inicial (luego estd en C) o se obtiene por composicién o
recursién primitiva a partir de funciones f;, j < i (luego
también estd en C).

Entonces todas las funciones de la lista estan en C (por

induccién). En particular, f, € C. [

25



i Funciones totales Turing computables = funciones
primitivas recursivas?

Entonces la clase de funciones p.r. es la clase PRC mas chica.
Corolario
Toda funcién p.r. es total y Turing computable.

Demostracion.

Sabemos que la clase de funciones totales Turing computables es
PRC. Por el teorema anterior, si f es p.r., entonces f pertenece a
la clase de funciones Turing computables. O

No toda funcién parcial Turing computable es p.r porque toda
funcién p.r. es total. Pero...

itoda funcién total Turing computable es p.r.?

26



Ejemplo de funcién p.r.

La funcién
suma(x,y) =x+y

es p.r., porque

suma(x,0) = ui(x)
suma(x,y +1) = g(suma(x,y), x,y)
donde
g(x1, x2,x3) = s(u3 (x1, X2, x3))

27



Otras funciones primitivas recursivas

> Xy
> x|
> xY

. x—y sixzy
>x—y—{0 si no
ee={y I

» vy muchas mas. j Todas las funciones totales Turing
computables..?



Predicados primitivos recursivos

Los predicados son simplemente funciones que toman valores en
{0,1}.

> 1 se interpreta como verdadero

» 0 se interpreta como falso

Los predicados p.r. son aquellos representados por funciones p.r. en

{0,1}.

Por ejemplo, el predicado x < y es p.r. porque se puede definir
como

a(x—y)

29



Operadores légicos

Teorema
Sea C una clase PRC. Si p y q son predicados en C entonces —p,
pPAqypVqestinenC.

Demostracion.

» —p se define como a(p)
> p A g se define como p- g
» pV q se define como =(—p A —q)

Corolario
Si p y q son predicados p.r., entonces también lo son los
predicados —p, pV qy pAq

Corolario
Si p y q son predicados totales Turing computables entonces
también lo son los predicados —p, pV qy pAq

30



Definicién por casos (2)

Teorema
Sea C una clase PRC. Sean h, g : N" — N funciones en C y sea
p:N"— {0,1} un predicado en C. La funcion

ce si N

f(X].? A ’Xn) = g(X17 Xn) I. p(Xl Xn)
h(x1,...,%n) sino

estd en C.

Demostracion.
(X1, . Xn) =
g(X].’ e 7Xn) : p(X17 A 7Xn) + h(X].? e 7Xn) : a(p(X].’ A 7Xn))



Definicién por casos (m + 1)

Teorema
Sea C una clase PRC. Sean gi,...,8m,h: N" — N funciones en C
y sean p1,...,pm: N — {0,1} predicados mutuamente

excluyentes en C. La funcidn

gl(X].a"'vxn) Sipl(X17"'7Xn)
(X1, . %n) = .

gm(x1,. ., Xn) Si pm(x1,...,Xn)

h(x1,...,xs)  sino

estd en C.

32



Recursién primitiva

» todavia no respondimos si p.r. = Turing computables totales

» no lo vamos a responder todavia

Observar que el esquema de recursién
h(xi,...,%x2,0) = f(x,.
h(xi,...,xnt +1) = g(h(xa,

es muy simple:

> |a recursién siempre se hace en el

» la funcién variante de h(xi, .

.y Xn)

ey Xny B)y X1y ooy Xy t)

altimo pardmetro

o Xny Xnt1) €S Xnt1

33



Computabilidad
Clase 3

Sumatorias y productorias, cuantificadores acotados,
minimizacién acotada, codificacién de pares y secuencias

34



Sumatorias y productorias (desde 0)

Teorema
Sea C una clase PRC. Si f : N"*1 — N estd en C entonces también
estan las funciones

y
gly,x1,....,xn) = Zf(t,xl,...,x,,)

h(y,x1,...,Xxp) = Hf(t,xl,...,x,,)

Demostracién.
g(0,x1,...,xn) = F(0,x1,...,%n)
glt+1,x1,....,x,) = g(t,x1,...,xn)+F(t+1,x1,...,%n)

Idem para h con - en lugar de +. O

Observar que no importa la variable en la que se hace la recursién:
podemos definir g’(x, t) como la clase pasada y luego

g(t,X) - g/(ug(t7x)a U%(i’,X)) - g/(X7 t)'

35



Sumatorias y productorias (desde 1)

Teorema
Sea C una clase PRC. Si f : N"*1 — N estd en C entonces también
estan las funciones

M)

gy, X1, . Xn) = f(t,x1,...,Xn)

t=1

y
h(y,x1,...,Xxp) = Hf(t,xl,...,x,,)
t=1

(como siempre, sumatoria vacia = 0, productoria vacia = 1)

Demostracion.
g(0,x1,...,x,) = 0
glt+1,x,....,%x,) = g(t,yx1,...,xn)+F(t+1,x1,...,%n)

Idem para h con - en lugar de + y 1 en lugar de 0 en el caso
base. Ol

36



Cuantificadores acotados
Sea p: N1 — 10,1} un predicado.

(Vt)<y p(t,x1,...,xn) es verdadero sii
» p(0,x1,...,x,) es verdadero y
» p(y,x1,...,Xn) es verdadero
(Ft)<y p(t,x1,...,x,) es verdadero sii
» p(0,x1,...,x,) es verdadero o
» p(y,x1,...,xn) es verdadero

Lo mismo se puede definir con < y en lugar de < y.

(Ft)<y p(t,x1,....xn) Yy (Vt)<y p(t,x1,. ..

37



Cuantificadores acotados (con <)

Teorema
Sea p: N"*1 — [0,1} un predicado perteneciente a una clase PRC
C. Los siguientes predicados también estdn en C:

(Vt)Sy p(t7 Xlyeo 7Xn)
(Elt)ﬁy p(t7 Xlyeo 7Xn)
Demostracién.

(Vt)<y p(t,x1,- .., xa) sii [[_g p(t,x1,...,x2) =1
(3t)<y p(t,x1,- - xn) sii Y vg p(t, X1, %) #0

> la sumatoria y productoria estan en C

> la comparacién por = estd en C

38



Cuantificadores acotados (con <)

Teorema
Sea p : N™1 — {0,1} un predicado perteneciente a una clase PRC
C. Los siguientes predicados también estdn en C:

(Vt)<y p(t,x1,...,Xn)
(Elt)<y p(t7 X1y--- 7Xn)
Demostracidn.

(Vt)<y p(t,x1,...,Xn) sii (Vt)<, (t =y V p(t,x1,...,Xn))
(Ft)<y p(t,x1,...,Xn) sii (Ft)<y (t#y Ap(t,xi,...,Xn)) O

39



Mas ejemplos de funciones primitivas recursivas

> y|x sii y divide a x. Se define como
(Ft)<x y - t=x

Notar que con esta definicién 0]0.

» primo(x) sii x es primo.

40



Minimizacién acotada
Sea p: N™1 — {0,1} un predicado de una clase PRC C.

gy, X1,...,Xn) = ZHa(p(t,xl, ceeyXn))

u=0t=0
iQué hace g?
» supongamos que existe un t < y tal que p(t,x1,...,%s) €s
verdadero
» sea tg el minimo tal t
» p(t,x1,...,x,) =0 para todo t < tg
> p(t07X13"'7Xn) =1
1 siu<ty
> H::Oa(p(taxla"'axn)) = .
0 sino
y+1 veces
» gy, x1,. %) =141+ 4+14040+---4+0=1t
%,—/
to veces
» entonces g(y, x1,...,Xp) es el minimo t < y tal que

p(t,x1,...,xn) es verdadero
> si no existe tal t, g(y,x1,..., %)) =y +1



Minimizacidén acotada

Notamos
minimo t < y tal que .
=Y q si existe tal t
i p(t,x1,...,xn) es verdadero

min p(t,x1,...,Xp) =
t<y

0 si no
Teorema
Sea p : N™1 — 10,1} un predicado de una clase PRCC. La
funcién

gg’r; p(t, X1, .-, Xn)

también estd en C.

42



Mas ejemplos de funciones primitivas recursivas

» x div y es la divisién entera de x por y

min((t+1) -y >x)

Notar que con esta definicién 0 div 0 es 0.
» x mod y es el resto de dividir a x por y
> pp es el n-ésimo primo (n > 0). Se define

po=0,p1=2,pp=3,p3=5,...

po = 0
Pn+1 = min (primo(t) At > pp)
t<K(n)

Necesitamos una cota K(n) que sea buena, i.e.

» suficientemente grande y
> primitiva recursiva

K(n) = ps! + 1 funciona (ver que py11 < pp! + 1).

43



Codificacion de pares

Definimos la funcién primitiva recursiva
(x,y) =22y +1)-1

Notar que 2¥(2-y + 1) # 0.

Proposicién

Hay una dnica solucion (x,y) a la ecuacion (x,y) = z.
Demostracion.

» x es el mximo ndmero tal que 2%|(z + 1)
>y =((z+1)/2-1)/2

44



Observadores de pares
Los observadores del par z = (x, y) son
» I(z) =x
> r(z) =y
Proposicién
Los observadores de pares son primitivas recursivas.
Demostracion.
Como x,y < z+ 1 tenemos que
> I(z) = mine<z ((3y)<z 2 = (x,¥))
> r(z) = miny<; ((Ix)<z z = (x,y))

O
Por ejemplo,
> (2,5) =22(2-5+1)-1=43
> [(43) =2

» r(43) =5

45



Codificaciéon de secuencias

El nimero de Godel de la secuencia
dl,...,dn
es el nimero
n
o
[alv"'aan] = Hpilv
i=1
donde p; es el i-ésimo primo (i > 1).
Por ejemplo el nimero de Godel de la secuencia
1,3,3,2,2

€s

[1,3,3,2,2] =2 -3%.5%.72.11% = 40020750.

46



Propiedades de la codificaciéon de secuencias

Teorema
Sila1,...,an| = [b1,..., bn] entonces a; = b; para todo
ie{l,...,n}.

Demostracion.
Por la factorizacién tnica en primos. O

Observar que
[21,...,an] = [a1,...,an,0] = [a1,...,2,,0,0] = ...

pero
[a1,...,an] #[0,81,...,an]

47



Observadores de secuencias
Los observadores de la secuencia x = [ay,. .., an] son
> X[i] = aj
> |x| = longitud de x
Proposicién

Los observadores de secuencias son primitivas recursivas.
Demostracion.

> x[i] = mine<x(—pf 1 [x)
> x| = minicx (x[i] # 0 A () <x(i < iV x[j] = 0))

Por ejemplo,

[1,3,3,2,2][2] = 3 = 40020750[2]

[1,3,3,2,2][6] = 0 =40020750[6]

I[1,3,3,2,2]| = 5 = |40020750|

I[1,3,3,2,2,0]| =1[1,3,3,2,2,0,0]| =5 = |40020750|

x[0] = 0 para todo x

0[/] = 0 para todo i 48
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En resumen: codificacion y decodificacién de pares y
secuencias

Teorema (Codificacién de pares)

> (. y)) = xr((xy)) =y
> z=(l(2),r(2))
> I(2),r(z) <z

> la codificacién y observadores de pares son p.r.

Teorema (Codificacidn de secuencias)

. a; sil<i<n
> [a1,...,an][i] = ]
0 sino

> sin> |x| entonces [x[1],...,x[n]] = x

> la codificacién y observadores de secuencias son p.r.
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Computabilidad
Clase 4

Lenguaje S, estado, descripcién instantdnea, computo,
funciones parciales computables, minimizacién no acotada
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Lenguaje de programacién S (Davis/Sigal /Weyuker)
> resulta igual de poderoso que las maquinas de Turing, pero es
mas facil de programar
> imperativo, muy simple
variables de entrada: X1, Xo, ...
Gnica variable de salida: Y
variables temporales: Z1, 25, ...

> las variables almacenan niimeros naturales
» 3 instrucciones (cada una puede o no estar etiquetada):

}empiezan inicializadas en 0

1. V«V+1
» la variable V se incrementa en 1
2. V+V-1

> V se decrementa en 1 si antes era > 0; si no queda en 0
> es el V-1 que ya vimos
3. IFV#0GOTO A
» condicional muy primitivo
> A es una etiqueta que denota una instruccién del programa
> si el valor de V es distinto de 0, la ejecucién sigue con la
primera instruccién que tenga etiqueta A
> si el valor de V es 0, sigue con la préxima instruccién

» programa = sucesion finita de instrucciones
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Ejemplo 1

Ejecucién para

Programa P entrada X = 3:
Al X« X-1 § Z)/
Y+~Y+1 5|1
IF X#0GOTO A 112
01 3

v

escribimos X por Xi; Z por Z3

P termina cuando X = 0 porque no hay siguiente instruccién
P computa la funcién f : N = N,

f(x)—{x six#0

v

1 sino

v

siempre deja la variable X en 0
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Ejemplo 2

[A] IF X #0GOTO B
Z<+—7Z+1
IF Z#0GOTO E

[B] X+X-1
Y+~Y+1
Z+—Z+1
IF Z#£0GOTO A

» computa la funcién f : N — N, f(x) = x

» cuando intenta ir a E, termina

> en el ejemplo, Z solo sirve para un salto incondicional. En
general GOTO L es equivalente a

V«—V+1
IFV#0GOTO L

donde V es una variable nueva (en el ejemplo es Z) 3



Macros

» S no tiene salto incondicional
» pero podemos simularlo con GOTO L

» lo usamos, como si fuera parte del lenguaje, pero:

» cada vez que aparece
GOTO L

en un programa P, lo reemplazamos con

V+V+1
IF V#£0GOTO L

donde V tiene que ser una variable que no aparece en P.

Vamos a ver que se pueden simular muchas otras operaciones.
Una vez que sepamos que se pueden escribir en el lenguaje S, las
usamos como si fueran propias (son pseudoinstrucciones).
> |a forma abreviada se llama macro
> el segmento de programa que la macro abrevia se llama
expansion del macro
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Asignacién de cero: V <0

En un programa P, la pseudoinstruccién V < 0 se expande como

] VeVv-1
IF V #0GOTO L

donde L es una etiqueta que no aparece en P
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Asignacion de variables: Y < X

» el primer ciclo copia el valor de

Y <0 X en Y yen Z, deja X en cero

[A] IF X #0GOTO B > el segundo ciclo pone en X el

GOTO ¢ valor que tenia originalmente y
[B] X+ X-1 deja Z en cero

Y+—~Y+1 » se usa la macro GOTO A
Z+—Z7Z+1 » no debe expandirse como
GOTO A Z+—7Z+1

[C] IF Z#0GOTO D IF Z+40GOTO A
GOTO E

[D] 7 7.1 > sino como
X X+1 Lo+ 2o +1

GOTO C

IF Z, £ 0 GOTO A
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Asignacién de variables: V < V/

[Al

[B]

[€]

0]

Y <0

IF X #0GOTO B
GOTO C

X+ X-1
Y+~Y+1
Z+—Z+1
GOTO A

IF Z#0GOTO D
GOTO E
Z+7Z-1

X+~ X+1
GOTO C

se puede usar para asignar a la
variable V el contenido de la variable
V' 'y dejar V'’ sin cambios dentro de
un programa P cualquiera: V < V/.
» cambiar Y por V
» cambiar X por V’

» cambiar Z por una variable
temporal que no aparezca en P

» cambiar A, B, C, D por
etiquetas que no aparezcan en P
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Suma de dos variables

Y + Xi
Z +— X

[B] IF Z#0GOTO A
GOTO E

[A] Z+—Z-1
Y+—Y+1
GOTO B

computa la funcién f : N x N —- N

f(Xl,XQ) = X1 + X2
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Resta de dos variables

Y + Xi
Z + X

[C] IF Z#0GOTO A
GOTO E

[A] IFY#0GOTO B
GOTO A

[B] Y+—Y-1
Z+—Z7Z-1
GOTO C

computa la funcién g : N x N — N

X] — Xp Si X1 > Xp

g(x1, x2) :{

1T si no

» g es una funcién parcial

» la indefinicién se nota con
T (en el metalenguaje)
» el comportamiento del

programa que se indefine
es la no terminacién

> no hay otra causa de
indefinicién
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Estados

Un estado de un programa P es una lista de ecuaciones de la
forma V = m (donde V es una variable y m es un niimero) tal que

» hay una ecuacién para cada variable que se usa en P

» no hay dos ecuaciones para la misma variable

Por ejemplo, para P:

[A] X+ X-1
Y+~Y+1
IF X#0GOTO A

» son estados de P:

S X=3Y=1 » no son estados de P:
» X=3,Y=12=0 » X =3
» X=3,Y=12=8 » X=3,Z=0
> no hace falta que » X=3,Y=1,X=0

sea alcanzado



Descripcién instantdnea

Supongamos que el programa P tiene longitud n.
Para un estado 0 de Py un i€ {1,...,n+ 1},

» el par (/,0) es una descripcién instantanea de P
» (i,0) se llama terminal sii=n+1

Para un (i, o) no terminal, podemos definir su sucesor (j,7) como:

1. si la i-ésima instruccién de P es V « V + 1.
» j=i+1
» T es o, salvo que V = m se reemplaza por V=m+1
2. si la i-ésima instruccién de Pes V < V — 1.
» j=i+1
» 7 es o, salvo que V = m se reemplaza por V = max{m— 1,0}
3. si la i-ésima instruccién de P es IF V # 0 GOTO L
» T es idéntico a o
3.1 si o tiene V =0 entonces j =i +1
3.2 si o tiene V = m para m # 0 entonces
> si existe en P una instruccién con etiqueta L entonces
Jj = min{k : k-ésima instruccién de P tiene etiqueta L}
» sinoj=n+1
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Cémputos

Un cdmputo de un programa P a partir de una descripcién
instantdnea d; es una lista

d17d27--'7dk

de descripciones instantaneas de P tal que
> djy1 es sucesor de d; para i € {1,2,..., k—1}

> dj es terminal
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Estados y descripciones iniciales

Sea P un programa y sean ry,.

.., Fm nimeros dados.

> el estado inicial de P para ri,..., ry es el estado o1, que tiene

Xi1=n , Xo=n

I

. Xm=tm , Y=0

junto con
V=0
para cada variable V' que aparezca en Py no sea
X1, s Xm, Y
> la descripcién inicial de P para ri,...,rm es

(1,01)
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Cémputos a partir del estado inicial

Sea P un programa y sean
> ri,..., Iy nimeros dados
» o1 el estado inicial

Dos casos
» hay un cémputo de P
di, ..., d
tal que di = (1, 01)
Notamos \ngm)(rl. ..., rm) al valor de Y en d.
> en particular, \Ugjm)(rl, ..., I'm) esta definido (not. \Uﬁgm)(rl, cestm) )
» no hay tal cémputo, i.e. existe una secuencia infinita
di,db, ds,. ..
donde
> d1 = (1,0’1).

> dji1 es sucesor de d;
Decimos que \U(Pm)(rl, ..., rm) estd indefinido (not. \Uggm)(rl, cotm) 1)
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Funciones computables

Una funcién (parcial) f : N™ — N es S-parcial computable (o
simplemente parcial computable ) si existe un programa P tal que

f(r,....,rm) = \ngm)(fl, ceeytm)

para todo (ri,...,rm) € N™.

La igualdad (del meta-lenguaje) es verdadera si
> los dos lados estan definidos y tienen el mismo valor o
> los dos lados estan indefinidos

La funcién f es S-computable (o simplemente computable) si es
parcial computable y total.

Notar que un mismo programa P puede servir para computar
funciones de 1 variable, 2 variables, etc. Supongamos que en P
aparece X, y no aparece X; para i > n
> si solo se especifican m < n variables de entrada,
Xm+1, - -+, Xp toman el valor 0
> si se especifican m > n variables de entrada, P ignorara
Xnt1s- ooy Xm
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Minimizacidén no acotada

Recordar la definicién de minimizacién acotada:
minimo t < y tal que
, p(t,x1,...,xn) es verdadero
min p(t,x1,...,Xn) =
t<y

0

Definimos la minimizacién no acotada

minimo t tal que

t,x1,...,Xn) €s verdadero
mtl'np(t,xl,...,x,,): Pt xn)

si existe tal t

si no

si existe tal t

si no
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Minimizacidén no acotada

Teorema
Sip: N — {0,1} es un predicado computable entonces

mtl'n p(t,x1,...,Xn)
es parcial computable.
Demostracion.
El siguiente programa computa min; p(t, xi, ..., Xp):

[A] IF p(Y,X1,...,X,) =1GOTO E
Y+~ Y+1
GOTO A
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Clausura por composicion

Teorema
Si h se obtiene a partir de las funciones (parciales) computables

f,g1,...,8k por composicion entonces h es (parcial) computable.

Demostracién.
El siguiente programa computa h:

Zl < gl(Xl, e Xn)

Zk < gk(Xl,.. . ,X,,)
Y f(Zl,...,Zk)

Sif,g1,...,8k son totales entonces h es total. O
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Clausura por recursiéon primitiva

Teorema
Si h se obtiene a partir de g por recursion primitiva y g es
computable entonces h es computable.

Demostracion.
El siguiente programa computa h:

Y < k (es una macro, se puede hacer fécil)
[A] IF X =0 GOTO E (otra macro, condicién del IF por =)
Y «—g(Z,Y)
Z+—Z+1
X+~ X-1
GOTO A

Si g es total entonces h es total.
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Las funciones computables forman una clase PRC

Teorema
La clase de funciones computables es una clase PRC.

Demostracion.

Ya vimos que la clase de funciones computables estd cerrada por
composicién (p. 68) y recursién primitiva (p. 69). Veamos que las
funciones iniciales son computables:

» s(x) = x + 1 se computa con el programa

Y+~ X+1
» n(x) = 0 se computa con el programa vacio
> u’(x1,...,%n) = X; sSe computa con el programa
Y X,'
Corolario

Toda funcién primitiva recursiva es computable.
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Computabilidad
Clase 5

Codificacién de programas, Halting problem, diagonalizacién,
tesis de Church, programa universal, step counter, snapshot
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Tipos de datos en S

» vimos que el tnico tipo de dato en S son los naturales
» sin embargo podemos simular otros tipos. Por ejemplo,

» tipo bool: lo representamos con el 1 (verdadero) y el 0 (falso)

» tipo par de nimeros naturales: la codificacién y decodificacién
de pares son funciones primitivas recursivas

» tipo entero: podria ser codificada con un par

(bool, ndmero natural)

» tipo secuencias finitas de niimeros naturales: la codificacién y
decodificacién de secuencias son funciones primitivas recursivas

» ahora vamos a ver como simular el tipo programa en §
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Codificacién de programas en S

Recordemos que las instrucciones de S eran:
1. V&«V+41
2. V«VvV-1
3. IF V#0GOTO '
Por conveniencia vamos a agregar una cuarta instruccién

4. V + V:no hace nada

Observar que toda instruccién

» puede o no estar etiquetada con L
» menciona exactamente una variable V

» el IF ademds menciona siempre una etiqueta L’
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Codificacién de variables y etiquetas de &

Ordenamos las variables:
Y, X1,21,X2,22,X3, 23, . ..
Ordenamos las etiquetas:
A B,C,D,...,Z,AAAB,AC,...,AZ,BA,BB,...,BZ,...

Escribimos #( V) para la posicién que ocupa la variable V en la
lista. Idem para #(L) con la etiqueta L

Por ejemplo,

» #(Y)=1
> #(X2) =4
» #(A) =1

> #(C) =3
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Codificacidon de instrucciones de S
Codificamos a la instruccién | con

#(1) = (a, (b, c))

donde
1. si | tiene etiqueta L, entonces a = #(L); sino a=0
2. si la variable mencionada en | es V entonces ¢ = #(V) — 1
3. si la instruccién [ es
3.1 V < V entonces b=0
32 V<« V+1entonces b=1
3.3 V<« V —1entonces b =2
3.4 IF V #0 GOTO L' entonces b = #(L') + 2

Por ejemplo,

(X X +1) = (0,(1,1)) = (0,5) = 10
> #([A] X<—X+1):< (1,1)) =(1,5) =21

> #(IF X 0 GOTO A) = (0, (3,1)) = (0,23) — 46
> (Y < Y) = (0,(0,0)) = (0,0) = 0

Todo nimero x representa a una dnica instruccién /.
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Codificacién de programas en S

Un programa P es una lista (finita) de instrucciones f,. .., I
Codificamos al programa P con

#(P) =[#(h), ..., #(l)] - 1
Por ejemplo, para el programa P

[A] X+ X+1
IF X #£0 GOTO A

tenemos

#(P) = [#(h), #(h)] — 1 =[21,46] — 1 =221.3% _1
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Ambiguedades
Dijimos que P
[A] X+ X+1
IF X #0GOTO A
tiene nimero [21,46] — 1. Pero
[21,46] = [21, 46, O]

iUn mismo ndmero podria representar a mas de un programa!
Por suerte, el programa [21,46,0] es

[A] X+ X+1
IF X#0GOTO A
Y+Y

y es equivalente a P.
De todos modos, eliminamos esta ambigiiedad estipulando que

la instruccién final de un programa no puede ser Y < Y

Con esto, cada nlimero representa a un Unico programa. 7



Hay mas funciones N — N que ndmeros naturales

Teorema (Cantor)

El conjunto de las funciones (totales) N — N no es numerable.

Demostracion.
Supongamos que lo fuera. Las enumero: fy, f1, f>. ..

valoresde f;, = £(0) f(1) £H(2) H(3)
valoresde i = £(0) A(1) A(2) A(3)
valoresde , = £(0) £H(1) £H(2) H(3)
valore; de i = £(0) f(1) £i(2) £(3)

Defino la siguieﬁte funcién g : N — N
g(x) = fi(x) + 1.

Para todo k, fx # g (en particular difieren en el punto k).
Entonces g no esta listada. Absurdo: fy, f1,f>... era una
enumeracion de todas las funciones N — N.



Hay funciones no computables

v

hay una cantidad no numerable de funciones N — N

v

o sea, hay mas funciones N — N que ndmeros naturales

v

hay tantos programas como niimeros naturales

v

hay tantas funciones computables como nimeros naturales

v

tiene que haber funciones N — N no computables
Pero jqué ejemplo concreto tenemos?
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El problema de la detencién (halting problem)

HALT(x,y) : N> — {0, 1} es verdadero sii el programa con niimero
vy y entrada x no se indefine, i.e.

1 s y®
HALT(x,y) = 4+ S VP ()4
0 sino
donde P es el tinico programa tal que #(P) = y.
Ejemplo:
(pseudo)programa P
Y 2
[A] Y+~ Y+2

IF (3a)<vy(3b)<y [Primo(a) A Primo(b) Aa+ b= Y] GOTO A

Supongamos que #(P) = e. jCudnto vale HALT(x, e)?
HALT(x,e) =1 sii Wp(x)] sii la conjetura de Goldbach es falsa
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HALT no es computable
Teorema (Turing, 1936)
HALT no es computable.

Demostracion.
Supongamos que HALT es computable.
Construimos el siguiente programa:

Programa @
[A] IF HALT(X, X) =1 GOTO A

Supongamos que #(Q) = e. Entonces

i HALT(x,x) =1
vat) = {1 kT

Entonces
HALT(x,e) =1 sii Weo(x)J] sii HALT(x,x) #1

e estd fijo pero x es variable. Llegamos a un absurdo con x = e.
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Diagonalizacién
En general, sirve para definir una funcién distinta a muchas otras.

En el caso de HALT(x, y),
> sea P; el programa con nimero i
» supongo que HALT(x, y) es computable

> defino una funcién f computable
» nicleo de la demostracién: ver que f ¢ {Wp,, Vp, , Vp,, ...}
» para esto, me aseguro que f(x) # Wp (x), en particular:

f(x) 4 sii Wp (x) 7T

v

ipero f era computable! Absurdo: tenia que estar en

{(Vp, Vp Vp, . ...}



Tesis de Church

Hay muchos modelos de computo.
Estd probado que tienen el mismo poder que &

» C
» Java
Haskell

maquinas de Turing

v

v

Tesis de Church.Todos los algoritmos para computar en los
naturales se pueden programar en S.

Entonces, el problema de la detencién dice

no hay algoritmo para decidir la verdad o falsedad de
HALT(x, y)
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Universalidad

Para cada n > 0 definimos

CD(”)(xl, ...,Xn,€) = salida del programa e con entrada xi,...,x,
\Ugf)(xl, ey Xn) donde #(P) = e

Teorema
Para cada n > 0 la funcion ®(") es parcial computable.

Observar que el programa para (" es un intérprete de programas.
Se trata de un programa que interpreta programas (representados
por ndmeros).

Para demostrar el teorema, construimos el programa U, que
computa &7,
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Ildea de U,

U, es un programa que computa

CD(")(xl, ..., Xn,€) = salida del programa e con entrada x,...,x,

\Ug’)(xl, ety Xn) donde #(P) =e

U, necesita
» averiguar quién es P (decodifica e)

> llevar cuenta de los estados de P en cada paso
> parte del estado inicial de P cuando la entrada es xy,..., X,
» codifica los estados con listas
» por ejemplo Y =0,X; =2, X, =1 lo codifica como
[0,2,0,1] = 63
En el codigo de U,
» K indica el nimero de instruccidn que se estd por ejecutar (en
la simulacién de P)

» S describe el estado de P en cada momento
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Inicializacidn

//
//

//

//

//

entrada = x1,...,X,, €
#(P)=e=|n,..., im] —1
Z +— Xn+1 +1
Z = [1'1,...,I'm]
n
S« [J(p2i)"
j=1

S =10,X1,0,X,...,0,X,] es el estado inicial
K<+1

la primera instruccién de P a analizar es la 1
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Ciclo principal

//
//
[€]
//
//

//

//
//

S codifica el estado, K es el nimero de instruccién
Z =i, im]

IFK=1|Z|+1VK=0GOTO F

si llegé al final, terminar (ya veremos K = 0)

si no, sea Z[K] = ix = (a, (b, c))

U+ r(Z[K])

U= (b,c)

P < pruy+1

la variable que aparece en ik es la ¢ 4+ 1-ésima

P es el primo para la variable que aparece en iy
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Ciclo principal (cont.)

//
//
//
//

//
//

//

//

S codifica el estado, K es el nimero de instruccién
Z=1i,...,im]|, ik = (a,(b,c)), U= (b,c)

P es el primo para la variable V' que aparece en i

IF /(U) =0 GOTO N

si se trata de una instruccién V « V saltaa N

IF /(U)=1GOTO S

si se trata de una instrucciéon V < V +1saltaa §
sino, esdelaforma V<« V —10lIF V#0GOTO L
IF =(P|S) GOTO N

si Pnodividea S (i.e. V=0),saltaa N

IF /(U) =2 GOTO R

V £ 0. Si se trata de una instruccién V < V — 1, saltaa R
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Caso IF V#A#0GOTO Ly V #0

//
//
//
//
//

//
//

//

S codifica el estado, K es el niumero de instruccién
Z =i, -, im], ik = {a,({b,c)), U= (b,c)
P es el primo para la variable V' que aparece en ik
V # 0y se trata de la instruccién IF V # 0 GOTO L
b > 2, por lo tanto L es la (b — 2)-ésima etiqueta
K« min (I(Z[j]) +2 = I(V))

i<1Z|

K pasa a ser la primera instruccién con etiqueta L
si no hay tal instruccién, K = 0 (saldra del ciclo)
GOTO C

vuelve a la primera instruccién del ciclo principal
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Caso R (Resta)

//
//
//

//
[R]

//

S codifica el estado, K es el nimero de instruccidn
Z=1h,...,im], ik = (a,(b,c)), U= (b,c)

P es el primo para la variable V' que aparece en ix
setratade V«+ V —1con V #0

S+« SdivP

GOTO N

S=nuevo estado de P (resta 1 a V) ysaltaa N
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Caso S (Suma)

//
//
//

//
[5]

//

S codifica el estado, K es el nimero de instruccién
Z=1h,...,im], ik = (a,(b,c)), U= (b,c)

P es el primo para la variable V que aparece en ix
setratade V< V41

S«<S-P

GOTO N

S = nuevo estado de P (suma la V) ysaltaa N
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Caso N (Nada)

//
//
//

//
[M]

//
//
//

S codifica el estado, K es el nimero de instruccién
Z=1it,...,im],ik = (a,(b,c)), U= (b,c)

P es el primo para la variable V que aparece en ig
la instruccién no cambia el estado

K+« K+1

GOTO C

S no cambia

K pasa a la siguiente instruccién

vuelve al ciclo principal
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Devolucion del resultado

//
//
[F]
//

S codifica el estado final de P
sale del ciclo principal
Y « S[1]

Y = el valor que toma la variable Y de P al terminar

93



Todo junto

[€]

Z Xn+1 +1
n

S [(p2i)*
i=1

K+1
IFK=|Z|+1vK=0GOTO F
U+ r(ZIK])

P < pru)+1

IF /(U)=0GOTO N
IF/(U)=1GOTO S

IF =(P|S) GOTO N

IF I(U)=2GOTO R

K = min (I(Z[71) +2 = I(V)

GOTO C

[R]
[5]
[V]

[F]

S+ SdivP
GOTO N
S«S-P
GOTO N
K+~ K+1
GOTO C
Y « S[1]
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Notacidén

A veces escribimos
n n
CIDSe )(xl, ceyXn) = @l )(xl, ey Xny €)
A veces omitimos el superindice cuando n =1

Pe(x) = (x,e) = ¥ (x, e)
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Step Counter

Definimos
STP(”)(Xl, N sii el programa e termina en
t 0 menos pasos con entrada xi, ..., X;
sii hay un cdmputo del programa e
de longitud < t 4+ 1, comenzando
con la entrada xg,...,Xxp
Teorema

Para cada n > 0, el predicado STP(”)(xl7 ...y Xn, €, L) s p.r.
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Snapshot

Definimos

SNAP(")(xl, ..., Xn,€,t) = representacién de la configuracién
instantanea del programa e

con entrada xi,...,X, en el paso t
La configuracién instantdnea se representa como

{ndmero de instruccién, lista representando el estado)

Teorema
Para cada n > 0, la funcidén SNAP(”)(X;L7 .y Xn, €, 1) €s p.r.
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Una funcién computable que no es primitiva recursiva

> se pueden codificar los programas de S con constructores y
observadores p.r.
» se pueden codificar las definiciones de funciones p.r. con
constructores y observadores p.r.
> existe CD(en)(xl, ..., Xp) parcial computable que simula al e-ésimo
programa con entrada xi, ..., Xp
> existe CD(e")(xl, ..., Xpn) computable que simula a la e-ésima funcién
p.r. con entrada xi, ..., X.
Analicemos g : N — N definida como g(x) = <D§<1)(X)
> claramente g es computable
> SuUpongamos que g es p.r.
> entonces también es p.r. la funcién f(x) = g(x) + 1= d~>f<1)(x) +1
existe un e tal que ®. =f
tendriamos ®.(x) = f(x) = O, (x) + 1
e estd fijo pero x es variable y
instanciando x = e, ®.(e) = f(e) = ®.(e) + 1. Absurdo.

> jpor qué esto no funciona para parcial comp. en lugar de p.r.?

vV vy vy



La funcién de Ackermann (1928)

A(Xayaz) =

(y+2 six=0

0 six=1yz=0
1 six=2yz=0
y six>2yz=0

\A(X_L%A(X,y,z—l)) Si X,Z>0

» Ao(y,z) =A00,y,z)=y+z=y+1+---+1

Z Veces

> Al(y,Z):A(17y7Z):yZzy++y
N—_————

Z veces

>’42(}/72):/4(2,_)/,2):_)/Tz:yzz_y ..... y
N——
yZVeceS

> As(y,z) =A@y, z) =y ttz=y"

S~

> ...

Z veces

Para cada i, A; : N> - Nes p.r. pero A: N> = N no es p.r.
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Versién de Robinson & Peter (1948)

n+1 sim=0
B(m,n) =< B(m—1,1) sim>0yn=0
B(m—-1,B(m,n—1)) sim>0yn>0
» Bo(n) =B(0,n)=n+1
» Bi(n)=B(1,n)=2+(n+3)-3
» By(n)=B(2,n)=2-(n+3)—3
> By(n) = B(3.n) =21 (n+3)—3
> Ba(n) = B(4,n) =211 (n+3) - 3

Para cada i, Bi : N — N es p.r. pero B : N> — N no es p.r.
> B(4,2) ~ 2 x 1019728
B'(x) = B(x, x) crece més rapido que cualquier funcién p.r.

(Vf p.r.)(3n)(Vx > n) B'(x) > f(x)
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Computabilidad
Clase 6

Teorema de la forma normal, teorema del pardmetro, teorema
de la recursién y aplicaciones, teorema del punto fijo
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Teorema de la Forma Normal

Teorema
Sea f : N — N una funcién parcial computable. Entonces existe
un predicado p.r. R : N"*1 = N tal que

f(x1,...,xn) =1 (mzl'n R(x1, ... ,X,,,Z))

Demostracion.
Sea e el nimero de algiin programa para f(xi,...,x,).
Recordar que la configuracién instantdnea se representa como

(ndmero de instruccidn, lista representando el estado)

El siguiente predicado R(xi,...,Xn, z) es el buscado:

STP)(xq,...,xn e,r(2)) A
I(z) = r (SNAP(”)(xl, e X, r(z))) [1]

estado final de e con entrada xi, ..., Xn

valor de la variable Y en ese estado final
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Otra caracterizacion de funciones computables

Teorema
Una funcidén es parcial computable si se puede obtener a partir de
las funciones iniciales por un niimero finito de aplicaciones de

> composicion,

> recursion primitiva y

» minimizacion
Teorema

Una funcién es computable si se puede obtener a partir de las
funciones iniciales por un ndmero finito de aplicaciones de

> composicion,
> recursion primitiva y
» minimizacion propia
(del tipo min; g(x1, . .., s, t) donde siempre existe al menos un t

tal que q(x1,...,xn,t) es verdadero)
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Eliminando variables de entrada
Consideremos un programa P que usa la entrada X1 y Xo:

, Computa la funcién f : N2 — N
INSTRUCCION 1 (/) omputa fa tuncion -

F(x,y) = W2 (x, y)

INSTRUCCION k  #(/y)

Busco ndmero de programa Py para fo : N — N, fy(x) = f(x,0)

[A] X2FX2—]. 109 ./ i
IF X, 20 GOTO A 110 Computa la funcién fp : N - N
INSTRUCCION 1 / 1
| o ) = V()
INSTRUCCION k 41 #(Po) = [109,110, #(h), . .., #(lk)]-1

(Supongo que A no aparece como etiqueta en P; si aparece elijo

otro nombre de etiqueta)
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Eliminando variables de entrada
Busco ndmero de programa Py para f; : N — N, fi(x) = f(x,1)

[A] X2 — X2 —1 109
IF X, #0 GOTO A 110
Xo+— Xo+1 26
INSTRUCCION 1 #(h)
INSTRUCCION k #(1)

Computa la funcién f; : N —- N
fi(x) = v (x)

#(P1) =

[1097 110, 26, #(l1)7 ) #(Ik)] -1

Busco niimero de programa P, para f, : N — N, f(x) = f(x,2)

[A] X2 — X2 -1 109

IF X, #0 GOTO A 110
Xo—Xo+1 26
Xo+— Xo+1 26

INSTRUCCION 1 #(h)

INSTRUCCION k #(1)

Computa la funcién  : N - N
1
h(x) = WE)(x)

#(P2) =

[1097 110* 26~ 267 #(ll)a R #(/k)]_]'
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Teorema del Pardmetro
Hay un programa Py, para la funcién f,(x1) = f(x1, x2)

La transformacién (x2, #(P)) — #(Px,) es p.r., es decir, existe
una funcién S : N2> — N p.r. tal que dado x; e y = #(P) calcula

#(Px,):

ly+1|

(y+1)l]
S(xp,y) = [2'%-310. HPJ+2 || ~1
j=1

Teorema
Hay una funcién p.r. S : N> — N tal que

0P (x1, ) = o) (x).

S(x2,y)
Teorema
Para cada n,m > 0 hay una funcién p.r. inyectiva S : N"*1 — N
tal que
Jr
CD&" m)(X]_, ey Xmy ULy« ey Up) = q)(Srgzul,...,un,y)(Xl’ ey Xm)



Programas autoreferentes

> en la demostraciéon del Halting Problem construimos un
programa P que, cuando se ejecuta con su mismo nimero de
programa (i.e. #(P)), evidencia una contradiccién

> en general, los programas pueden dar por supuesto que
conocen su mismo nimero de programa

> pero si un programa P conoce su nimero de programa,
podria, por ejemplo, devolver su mismo nimero, i.e. #(P)
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Teorema de la Recursion

Teorema
Si g : N™1 5 N es parcial computable, existe un e tal que

CDg")(xl, cooyxn) = gleyx1, ...y Xn)

Demostracion.
Sea S} la funcién del Teorema del Pardmetro:

(n)

1
O, 1) = 9L (s,
La funcién (xi,...,xn, v) = g(St(v,v),x1,...,x,) es parcial

computable, de modo que existe d tal que

g(sl:!l-(va V),Xl,.,.,Xn) - ¢Ejn+1)(x]_7...7Xn7 V)
= d)(s?(v_’d)(xl, ey Xn)

d esta fijo; v es variable. Elegimos v = d y e = S}(d, d).
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Teorema de la Recursion

Corolario
Si g : N"*! N es parcial computable, existen infinitos e tal que

Cbgn)(xl, cooyxn) =gleyxt, ...y Xn)

Demostracion.
En la demostracién del teorema anterior, existen infinitos d tal que
n+1 1
CDg ) — g(S,(v,v),x1,...,%n).
v St(v,v) es inyectiva de modo que existen infinitos

e = S}(d,d).
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Quines

Un quine es un programa que cuando se ejecuta, devuelve como
salida el mismo programa.

Por ejemplo:
char*f="char*f=Y%c%s%c;main()

{printf (£,34,f,34,10);}%c";
main () {printf (f,34,f,34,10);}
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Quines

i Existe e tal que ®.(x) = €?

Si, el programa vacio tiene numero 0 y computa la funcién
constante 0, i.e. ®p(x) = 0.

Proposicion
Hay infinitos e tal que ®¢(x) = e.
Demostracion.

Considerar la funcién g : N> — N, g(z,x) = z.
Aplicando el Teorema de la Recursién, existen infinitos e tal que

b (x) = g(e,x) =e.
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Quines

No hay nada especial con que la salida del programa sea su propio
nimero en el resultado anterior. Funciona para cualquier h parcial
computable.

i Existe e tal que ®.(x) = h(e)?
Proposicion
Hay infinitos e tal que ®.(x) = h(e).

Demostracion.
Considerar la funcién g : N2> — N, g(z, x) = h(z).
Aplicando el Teorema de la Recursién, existen infinitos e tal que

(De(x) = g(e,x) = h(e)

O
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Teorema del Punto Fijo

Teorema
Sif N — N es computable, existe un e tal que ®r) = Pe.

Demostracion.
Considerar la funcién g : N2 & N,
g(z,x) = ®r(z)(x).

Aplicando el Teorema de la Recursién, existe un e tal que para
todo x,

q)e(x) = g(e,x) = q)f(e)(x)
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Ejercicio
Probar que f : N — N,
F(x) = {1 d?x es total
0 sino

no es computable.

Supongamos f computable. Puedo definir el siguiente programa P:

[A] IF f(X)=1GOTO A
Tenemos

1 ©, es total

0 sino

VP (x,y) = g(xy) = {

es parcial computable. Por el Teorema de la Recursidn, sea e tal
que Pe(y) = g(e, y).
» &, es total = g(e,y) 1 para todo y = ®.(y) T para todo y
= &, no es total
» &, no es total = g(e,y) = 0 para todo y = ®.(y) = 0 para
todo y = ®, es total
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Computabilidad
Clase 7

Conjuntos c.e., teorema de la enumeracién, teorema de Rice y
aplicaciones
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Conjuntos en teoria de la computabilidad

Cuando hablamos de un conjunto de naturales A pensamos
siempre en la funcién caracteristica de ese conjunto.

1 si A
A(x):{ S!XE
0 sino

Asi, un conjunto puede ser:

» computable

> primitivo recursivo

Teorema
Sean A, B conjuntos de una clase PRC C. Entonces AUB, ANB y
A estan en C.
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Conjuntos computablemente enumerables

Igual que con las funciones
» hay conjuntos computables, por ejemplo
® , N , {p:pesprimo}
» hay conjuntos no computables, por ejemplo
{6 y) tHALT(x, )} . {{x,{r,2)) : ®(y) = 2}

Definicién
Un conjunto A es computablemente enumerable (c.e.) cuando
existe una funcién parcial computable g : N — N tal que

A={x:g(x) |} = dom g

» podemos decidir algoritmicamente si un elemento si pertenece
a A, pero para elementos que no pertenecen a A, el algoritmo
se indefine

» se llaman algoritmos de semi-decisién: resuelven una
aproximacién al problema de decidir la pertenencia de un

elemento al conjunto A
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Propiedades de los conjuntos c.e.

Un conjunto A es co-c.e. si A es c.e.

Teorema
Si A es computable entonces A es c.e.

Demostracion.
Sea P un programa para [la funcidn caracteristica de] A.
Consideremos el siguiente programa P:

[C]  IF P4(X)=0GOTO C

Tenemos

[ A
= {7 1

y por lo tanto
A={x:V¥p(x)l}
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Propiedades de los conjuntos c.e.

Teorema

Si Ay B son c.e. entonces AU B y AN B también son c.e.

Demostracién.
Sean A={x:P,(x) L} , B ={x:®4(x) |}

(AN B) El siguiente programa R tiene como dominio a AN B:

Y + &,(x)
Y + ®4(x)

En efecto, Wg(x) | sii ®p(x) Ly Pq(x) {.

(AU B) El siguiente programa R’ tiene como dominio a AU B:

[C]  IFSTPW(X,p, T)=1GOTO E
IF STPM(X,q, T)=1GOTO E
T+« T+1
GOTO C

En efecto, Wgi(x) | sii ®p(x) | 0 Pg(x) L.
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Propiedades de los conjuntos c.e.

Teorema
A es computable sii A y A son c.e.

Demostracién.

(=) si A es computable entonces A es computable
(<) supongamos que Ay A son c.e.

A={x:0,() 4} . A={x:04(x) 1}
Consideremos P:

[C]  IFSTPW(X,p, T)=1GOTO F
IF STPW(X,q, T)=1GOTO E
T+ T+1
GOTO C

[F] Y«+1

Para cada x, x € A o bien x € A. Entonces Wp computa A[]
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Teorema de la enumeracion

Definimos

W, = {x: ®,(x) |} = dominio del n-ésimo programa

Teorema
Un conjunto A es c.e. sii existe un n tal que A= W,.

Existe una enumeracién de todos los conjuntos c.e.

Wo, W1, Wa, . ..
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Problema de la detencién (visto como conjunto)
Recordar que
Wy = {x: ®,(x) |}
Definimos
K={n:ne W,}
Observar que
ne W, sii d,(n) | sii HALT (n, n)

Teorema
K es c.e. pero no computable.

Demostracion.

» la funcién n+— ®(n, n) es parcial computable, de modo que K
es c.e.

» supongamos que K fuera computable. Entonces K también lo
serfa. Luego existe un e tal que K = W,. Por lo tanto

ece K sii e W, sii ee K



Mds propiedades de los conjuntos c.e.

Teorema
Si A es c.e., existe un predicado p.r. R : N> — N tal que

A= {x:(3t) R(x,t)}

Demostracidn.
Sea A = W.. Es decir,

A= {x:d(x) |}

Entonces x € A cuando en alglin tiempo t, el programa e con
entrada x termina, i.e.

A= {x:(3t) STPW(x, e, t)}
R(x,t)
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Mds propiedades de los conjuntos c.e.

Teorema
Si A+ es c.e., existe una funcién p.r. f : N — N tal que

A={f(0),f(1),f(2),...}

Demostracion.
Por el teorema anterior, existe P p.r. tal que

A= {x:(3t) P(x,t)}.
Sea a € Ay definamos

) {/(u) si P(I(u), r(u))

a si no

» x € A= existe t tal que P(x,t) = f((x,t)) = x

> sea x tal que f(u) = x para algin u. Entonces x = a o bien u

es de la forma u = (x, t), con P(x,t). Luego x € A. =
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Mds propiedades de los conjuntos c.e.

[A]

[B]

Teorema

Sif: N — N es parcial computable, A= {f(x) : f(x) |} es c.e.

Demostracién.

Sea ®, = f. Definamos el programa @

IF STPY(Z,p, T) =0 GOTO B

IF ¢,(Z) =X GOTO E
Z+—Z+1
IFZ<TGOTO A
T+ T+1

Z<+0

GOTO A

Notar que Wq(X) | si existen
Z, T tal que

» /< T
> STP(l)(Z,p, T) es verdadero

(i.e. el programa para f termina
en T o menos pasos con
entrada Z)

> X =f(2)

Vo(x) = {

0 sixeA
1 sino

Luego A es c.e. [ .



Caracterizaciones de los conjuntos c.e.

Teorema
Si A # (), son equivalentes:

1. Aesce.
2. A es el rango de una funcién primitiva recursiva
3. A es el rango de una funcién computable

4. A es el rango de una funcién parcial computable

Demostracion.

(1= 2) Teorema de hoja 124
(2=13)
(3= 4) Trivial
(4=1)

Trivial

Teorema de hoja 125
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Teorema de Rice

A C N es un conjunto de indices si existe una clase de funciones
N — N parciales computables C tal que A= {x: ¢, € C}

Teorema
Si A es un conjunto de indices tal que ) # A# N, A no es
computable.

Demostracion.

Supongamos C tal que A = {x : &, € C} computable. Sean f € C
y g ¢ C funciones parciales computables.

Sea h: N? — N la siguiente funcién parcial computable:

h(t,x) = {g(x) sitec A

f(x) sino

Por el Teorema de la Recursidn, existe e tal que ®(x) = h(e, x).

> ecA=> P, =g=>0. ¢C=>e ¢ A
> ed A=, =f=>0,cC=>ecA
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Aplicaciones del Teorema de Rice

El teorema da una fuente de conjuntos no computables:

>

>

>

>

iTodos son no computables porque todos son conjuntos de indices

: @y es total}
: &, es creciente}
: &, tiene dominio infinito}

: &, es primitiva recursiva}

no triviales!
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Ejemplos de conjuntos no c.e.
» K= {x:®(x)1} noesc.e.
» K es c.e. de modo que si K lo fuera, K seria computable
» Tot = {x : ®, es total} no es ce.:
» es una diagonalizacién simple. Supongamos que Tot es c.e.
» existe f computable tal que Tot = {f(0), f(1),7(2),...}
> entonces existe e tal que ®c(x) = Pr(,(x) + 1
» como ®, es total, e € Tot. De modo que existe u tal que f(u) = e
Pr(u)(x) = Pr(x)(x) + 1. Absurdo para x = u.
» Tot = {x : d, no es total} no es c.e.
» parecido a lo que hicimos la clase pasada. Supongamos Tot c.e.
» existe d tal que Tot = dom ®y
» definimos el siguiente programa P:

[C] IFSTPY(X,d, T)=1GOTO E
T+ T+1
GOTO C
» sigue igual a lo que vimos la clase pasada

v

1T &, es total

V@ (x,y) = g(x,y) =
p(xy)=g(xy) {0 S o .



Conjuntos mas dificiles que el halting problem

» K ={x:®,(x) !} no es computable
» pero K es c.e.
» Tot = {x : ®, es total} no es computable

» Tot no es c.e.
» Tot no es c.e.
» de alguna forma, Tot es mas dificil que K
» esto se formaliza dentro de la teoria
» no hay tiempo para verlo en esta materia
» pero lo estudiamos en Teoria de la Computabilidad
> se suele dar los primeros cuatrimestres
» da 3 puntos como optativa para la licenciatura y se cursa 1

vez por semana
> http://www.glyc.dc.uba.ar/teocomp/
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Computabilidad
Clase 8

Oréculos, reducibilidad de Turing, jerarquia aritmética,
problema de Post
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Oréculos
El lenguaje S se extiende:

> tiene entradas Xi,..., X, € N (como antes) y una entrada
especial que se llama orédculo

> en el ordculo no se pone un ndmero natural sino un conjunto
ACN.
» un nuevo término para leer el oraculo seteado en A

1 siieA

sino

ORACULO[i] =
Todo se puede aritmetizar como antes. Existe un programa
universal:

salida del e-ésimo programa

SA(x1,.. . Xn) = (
e (X155 xn) con entrada xi,...,x, y ordculo = A
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Tienen mas poder de computo

Por ejemplo, hay un programa que calcula el halting problem
K ={x:®d,(x) |}
Pero claro... con oraculo K.

Por ejemplo, hay un programa p tal que
> CDfJ‘ = A para todo A
> CDf,‘ = A para todo A
> (fo:{x:dom o, =0}

Sin embargo, hay problemas que no se pueden resolver aun
teniendo el oraculo K:

> {x: ®, es total}

> {x 0l (x) I}
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Reducibilidad de Turing

Para A, B C N, decimos que A <t B cuando se puede calcular el
conjunto A con oriculo B, i.e. existe p tal que

B _
e, =A

o sea, para todo x € N

1 sixeA
0 sino

CDE(X) =A(x) = {

También se dice que A es B-computable

» A<y A paratodo A

» A <7 A para todo A
{x:dom &, =0} <7 K
{x: ®, es total} £ K
{x:of(x) 1} £7 K

v

v

v
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El salto
Para A C N se define el salto de A como
A= {x:0}(x) 1}

Por ejemplo,
> 0= {x 00(x) U} = {x 0x(x) 1} = K
> 07 = {x: of(x) 4}
- 0= (x 00 (x) 1}
> 00 = {x: oV D (x) 1}

Decimos A <t B cuando A<y By B £t A.

En general, para cualquier AC N

ATt A <T A’ <T AL
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Conjuntos <7 ()

> Aesc.e. sii
> existe e tal que A= dom®?
> existe P p.r. tal que A(x) =1
> se los llama conjuntos ¥ ;

» Aes coce. sii Aesc.e. sii
> existe e tal que A = dom®?
> existe R p.r. tal que A(x) =1
> se los llama conjuntos Iy

» A es computable sii A <7 0 sii

» Aesc.e ycoce.

» existen Py R p.r. tal que
Ax)=1 sii  (3y) P(x,y)

> se los llama conjuntos A,

sii

sii

sii

(3y) P(x,y)

(Vy) R(x,y)

(Vy) R(x,y)
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Conjuntos <7

» Aes ()/-ce. sii
> existe e tal que A= domcbg/
> existe P p.r. tal que A(x) =1 sii
> se los llama conjuntos ¥
» Aes (/-co-ce. sii Aes (-c.e. sii
> existe e tal que A = dom®?’
> existe R p.r. tal que A(x)=1 sii
> se los llama conjuntos I,
» A es (//-computable sii A <1 (' sii
» Aes ('-ce. y )'-co-c.e.
» existen Py R p.r. tal que
Ax)=1 sii  (3y)(Vz) P(x,y, z)
> se los llama conjuntos A,

(By)(vz) P(x,y,2)

(vy)(32) R(x,y,2)

siit  (Vy)(3z) R(x,y, z)
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Conjuntos <71 ("

» Aes ()'-ce. sii
> existe e tal que A= domd)g”
> existe P p.r. tal que
Ax)=1 sii  (3y)(Vz)(3w) P(x,y,z,w)
> se los llama conjuntos ¥ 3
» Aes ()'-co-ce. sii Aes()-ce. sii
> existe e tal que A = domCDg”
> existe R p.r. tal que
Ax)=1 sii  (Vy)(3z)(Yw) R(x,y,z,w)
> se los llama conjuntos I3
> sii A es ()/-computable sii A <+ 0"
» Aes ()’-ce. y ()'-coc.e.
> existen Py R p.r. tal que

Ax)=1 sii (3y)(V2)(3w) P(x,y,z,w)
sii (Vy)(32)(Vy) R(x,y,z,w)

> se los llama conjuntos Aj
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La jerarquia aritmética
» Aes (("-ce. sii
> existe e tal que A = domd)g(")
> existe P p.r. tal que
Ax)=1 sii (3y)(V2)(3w)... P(x,y,z,w,...) con n
alternancias de cuantificadores (empezando con 3)
> se los llama conjuntos %, 1
» Aes ()("-co-ce. sii Aes"-ce. sii
> existe e tal que A = domd)g(")
> existe R p.r. tal que
Ax)=1 sii (Vy)3z2)(Vw)... R(x,y,z,w,...) con n
alternancias de cuantificadores (empezando con V)
> se los llama conjuntos I,
> Aes (("-computable sii A <7 0" sji
» Aes 0("-ce.y OM-co-c.e.
> existen Py R p.r. tal que

Ax)=1 sii By)(V2)(3w) ... P(x,y,z,w,...)
sii (VYy)(32)(Vy)... R(x,y,z,w,...)

con n alternancias de cuantificadores.
> se los llama conjuntos A, 4
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La jerarquia aritmética
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Problema de Post

Ejemplos de conjuntos c.e.
» K={x:0,(x) 4} =7
» =70
> {0Gy) du(y) L =10
{x:x es primo} =1 ()
{(x(y,2) - O(y) =2} =7 I
N=+0
{x:dom &, £ 0} =1
{x : ®,(x) tarda mas de 10 pasos en terminar} =7 ()
{x:0€&dom &, } =7

v

v

v

v

v

v

Decimos A=1 B cuando A<y By B <t A

Problema de Post (1944): jExiste un A c.e. tal que 0 <7 A <7 ("7
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Solucién al problema de Post [Muchnik (1956), Friedberg (1957)]

Construir un conjunto A c.e. tal que
1. Aes bajo (low): A =1
esto garantiza

A<t A=11(

2. Aes simple: A es infinito y A no contiene ningtin conjunto
infinito c.e.

no puede ser A =7 (). Si lo fuera, A serfa c.e. e infinito.
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Materia optativa

Todo esto y mucho més en...

Teoria de la Computabilidad

» se suele dar los primeros cuatrimestres

» da 3 puntos como optativa para la licenciatura y se cursa 1
Vez por semana

» http://www.glyc.dc.uba.ar/teocomp/
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Légica Proposicional
Clase 1

Lenguaje de ldgica proposicional, semantica, tautologia,
consecuencia semantica, conjunto satisfacible, sistema
axiomatico SP, consecuencia sintactica
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El lenguaje P

» simbolos p ' - = ()
» p,p',p",p", ... son simbolos proposicionales
» férmulas

1. todo simbolo proposicional es una férmula

2. si i es una férmula entonces —¢ es una férmula

3. si ¢ y 9 son férmulas entonces (¢ — ¢) es una férmula
4. nada mds es una férmula

> convenciones

escribimos g por p’ rporp” sporp”..
escribimos (¢ V ¢) en lugar de (—¢ — )
escribimos (o A 9) en lugar de =(¢ — =)
escribimos ¢ en lugar de () cuando convenga

vV vy vVvYy

v

llamamos PROP al conjunto de todos los simbolos
proposicionales

v

llamamos FORM al conjunto de todas las férmulas
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Semantica
Una interpretacién es una funcién
v : PROP — {0,1}
A v también se la llama valuacién.

Definimos la nocién de verdad de una férmula para una valuacion.

Si ¢ € FORM vy v es una valuacién, notamos
» v = ¢ si ¢ es verdadera para v

> v [~ ¢ si @ es falsa para v

La definicién de = es recursiva:
1. sipe PROP, v = psiiv(p) =1
2. vEYsiiviEY
B vEW@—p)siviEYpoviEp
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Semantica

Observar que, por la convencidn,

5. viE@Ap)siviEYyvED
6. viE(@vp)siviEdovip

Por ejemplo, si  v(p)=1 , v(g)=0 , v(r)=1

»viE(p—r)
»viE(@—r)
> v Ep

viE(pAaQ)

v



Tautologias y método de decisidn

Una férmula ¢ es una tautologia (= ¢) si ¢ es verdadera para
toda interpretacidn, i.e. para toda valuacién v, v = .

Proposicién

Sea ¢ € FORM y sean v y w son dos valuaciones tal que

v(p) = w(p) para toda variable proposicional que aparece en .
Entonces v |= ¢ sii w |= .

Existe un método de decision para saber si ¢ es tautologia o no:

> supongamos que  tiene variables proposicionales py, ..., pn

» sea P({p1,---,pn}) ={Vh,..., Von}
1 si V;
» para i€ {1,...,2"} definimos v;(p) = { S! pevi
0 sino
>  es tautologia sii
vi = paratodo i € {1,...,2"}
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Consecuencia semantica y conjunto satisfacible
Sea CFORM vy ¢ € FORM

¢ es consecuencia semantica de I' (I = ) si para toda
interpretacion v:

si v =1 para toda ¢ €T, entonces v = ¢

lo notamos v =T

I es satisfacible si existe una interpretacién v tal que v = 1) para
today el (ie tal quev =1)

Por ejemplo

»{at Eq

»{atEP—q
» {r,pValFp
» {r,pVq} s

v

() es satisfacible

v

{p, q} es satisfacible

v

{=p, p A g} no es satisfacible

v

{p,p — q,—q} no es satisfacible
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Algunos resultados sobre =
Proposicién

1. 0 = ¢ sii |= ¢ (i.e. ¢ es tautologia)
si = ¢ entonces [ |= ¢

At e
silf CA yTl = ¢ entonces A = ¢

sil =@yl =@ — 1 entonces T =1

s W

Demostracién de 5.

> sea v una interpretacién tal que v =T
» sabemos v = ¢
» sabemos v = p — ¥

» concluimos v = ¢
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Mecanismo deductivo SP

» axiomas. Sean ¢, 1), p € FORM
SPL ¢ = (¥ — ¢)
SP2 (¢ = (¥ — p)) = ((¢ = %) = (¢ = p))
SP3 (=p = ) = (¥ — ¢)

» regla de inferencia

MP Sean ¢,1 € FORM. 1) es una consecuencia
inmediatade ¢ = ¥y @

Una demostracién de ¢ en SP es una cadena finita y no vacia
P1y--+5¥n

de férmulas de P tal que ¢, =y
> (j €s un axioma o

> (; es una consecuencia inmediata de @y, ¢, k, I <i

En este caso, decimos que ¢ es un teorema (F ¢)
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Ejemplo: demostracién de p — p
Recordar
SP1 ¢ = (¥ — ¢)
SP2 (¢ = (v = p)) = (¢ = ¥) = (¢ = )
SP3 (= = =) = (¥ = )

MP Sean ¢,1 € FORM. 1 es una consecuencia
inmediata de ¢ —> ¥y ¢

Demostracidn:

1. p=>{(p—p) —p) SP1
2. (p=((p—=p)—p)—(p—(p—p) = (p—p) SP2
3. (p=(p—p)—(p—p) MP 1y2
4. p—(p—p) SP1
5. p—=p MP 3y 4

Concluimos - p — p (i.e. p — p es un teorema)
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Consecuencia sintactica

Sea CFORM vy ¢ € FORM

© es una consecuencia sintactica de I (I' - ) si existe una cadena
finita y no vacia
P15 Pn
de férmulas de P tal que oo, =y
> (j €s un axioma o
> i€ o

> (; es una consecuencia inmediata de @y, ¢y, k, I <i

Aqui, ¢1,...,@n se llama derivacion de ¢ a partir de I'. I se llama
teoria. Decimos que ¢ es un teorema de la teoria I'.
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Correctitud de SP

Teorema
SiT F ¢ entonces T |= ¢ (i.e. si es teorema de la teoria I', es valido
en toda interpretacion de I').

Demostracion.
Supongamos I - . Es decir, existe una cadena finita y no vacia

P15+ Pn

de férmulas de P tal que p, =@y
> (; €S un axioma o
» pielo
> (; es una consecuencia inmediata de @y, @y, k, [ <i

Demostramos que I |= ¢ por induccién en n (la longitud de la
demostracién). Detalles a continuacién.
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Demostracién de Correctitud de SP
Propiedad a demostrar:

P(n) = “si¢1,...,0n = @ es una derivacién de ¢ a partir de I
entonces v =T = v ="

Demostramos que vale P(n) por induccién en n.

1. caso base. Veamos que vale P(1). Sup. v tal que v |= I'. Queremos
ver que v =T = v |= . Hay 2 posibilidades
1.1 ¢ is axioma de SP: en este caso, v = ¢;
1.2 ¢ €T: en este caso, también v = .

2. paso inductivo. Sup. v tal que v |=T. Sup. que vale P(m) para todo
m < n. Queremos ver que vale P(n+1).Sup. ©1,...,¢n, Pnt1 = @
es una derivacién de ¢ a partir de ['. Hay 3 posibilidades

2.1 @ is axioma de SP: igual que en caso base;

2.2 ¢ €T igual que en caso base;

2.3 ¢ es consecuencia inmediata de ¢; y ¢; = ¢; — ¢ (i,j < n). Por HI
(P(i) y P(j)), sabemos v |= ¢; y v = p; — ¢. Entonces
necesariamente v = .
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Ejemplos

| 4 I_l:
1.

> [Hh =
1.
2.
3.

Pr3:

{p}Fp
p pel

{pthe—=p

p peETs
p—(p—p) SP1
p—=p MP1y?2

{p}Va

porque '3 = g (considerar v(p) = 1; v(q)

1.

Nooabk~wnN

{p,~p} ¢

—p = (—p — —p)

-p

—p — —p

(mp — =p) = (P — )
p— @

p

©

SP1
—pely
MP 1y 2
SP3

MP 3y 4
pely
MP5y6

0)
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Conjuntos y sistemas consistentes
I C FORM es consistente si no existe ¢ € FORM tal que

() y M-
Un sistema S es consistente si no existe ¢ € FORM tal que
Fs y Fs —e

Teorema
El sistema SP es consistente.

Demostracion.

» sea v cualquier valuacién

» por correctitud, todo teorema de SP es verdadero para v

Fo = vEp = vE-p = F-p

> luego no puede pasar que ¢ y =@ sean teoremas
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Algunos resultados sobre

Proposicion

O+ ¢ siit ¢ (ie ¢ es teorema)
si @ entonces T - ¢

{otbo
sil CA yl ¢ entonces Al ¢

A A

silTFoylkF @ — 1 entonces I -1

Si reemplazamos + por =, obtenemos los mismos resultados (ver
hoja 150)
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Resumen

lenguaje P

/ N\

semantica

tautologia
(verdadera en toda interpretacién)

consecuencia semantica =

conjunto satisfacible
(existe modelo para todos sus elementos)

método deductivo

teorema
(tiene demostracién en SP)

consecuencia sintactica +

conjunto consistente
(no permite probar ¢ y =)
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Notas sobre computabilidad
Se pueden codificar las férmulas de P con niimeros naturales.

> a cada férmula ¢ se le asigna un ndmero #¢ > 0
» cada ndmero positivo representa una Gnica férmula

Se puede decidir algoritmicamente si una férmula es un axioma o
no
> es computable la funcién

1 sila formula de nimero x es un axioma de SP
ax(x) = 0 sino

Se puede decidir algoritmicamente si una formula es consecuencia
inmediata de otras dos
> es computable la funcién

si la formula de nimero z es consecencia

mp(x,y,z) = inmediata de las férmulas de nimeros x e y

0 sino
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Notas sobre computabilidad
Las demostraciones son listas (finitas) de férmulas.

» la demostracién ¢ ..., se codifica como [#¢1,. .., #¢n]

Se puede decidir algoritmicamente si una lista de férmulas es una
demostracién vélida o no

> es computable la funcién
1 x es una demostracién valida
dem(x) =

0 sino

» en efecto,

dem(x) = (Vk e{l,...,|x|})[ax(x[k]) V cons(x, k)]
cons(x, k) = (3i,j€{1,...,k—1))[mp(x[i], x[j], x[k])]
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Notas sobre computabilidad

» considerar el siguiente programa P:

[A]  IF dem(D) = 1A D[|D|] = X GOTO E

D+~ D+1
GOTO A
» P busca una demostracién para la férmula con nimero X
» si la encuentra, se detiene
> si no, se indefine
> ¢ sii Vp(#¢) |, o equivalentemente
 es teorema sii #p € domWp
» el conjunto de teoremas de SP es c.e.
> esto pasa en general para cualquier sistema axiomatico

> es decir, cualquier sistema de deduccién con un conjunto
computable de axiomas y reglas de inferencia computables
tiene un conjunto de teoremas c.e.

» ;serd computable el conjunto de teoremas de SP? 162



Légica Proposicional
Clase 2

Teorema de la deduccién, lema de Lindenbaum, completitud de
SP, compacidad
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Plan

vimos que SP es correcto: [ =T = ¢
Esto prueba

» [ satisfacible = I consistente

ahora veremos que SP es completo: THFp <T = ¢
Para esto:

» Lema de Lindenbaum
» [ satisfacible <= I consistente

consecuencia: Teorema de Compacidad
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El Teorema de la Deduccion

Teorema
SiTU{e} ¢ entoncesT ¢ — 1

Demostracién.
Por induccién en la longitud de la demostracién de ' U {¢} F 9.
Supongamos que
Pls---5¥n
es una derivacién de ¥ (= ¢p) a partir de I' U {¢}.

» caso base (n=1)
» paso inductivo

» HI: para toda derivacién de v’ a partir de ' U {¢} de longitud
< ntenemos I - — 1)/

» probamos que para una demostracién de longitud n de
FrU{e}r ¢ tenemos Ik ¢ — .

165



Demostracion del Teorema de la Deduccidn (caso base)
Supongamos
> ©1,...,%n es una derivacién de ¢ a partir de ' U {p}
» n=1 (i.e. la derivacién es una sola férmula p1 = v)
Queremos ver que I - ¢ — 9. Hay 3 posibilidades:

1. 1) es un axioma de SP

1. o 1) es axioma
2. Yv—=(p—9) SP1 Fo—1

3. o MP 1,2
2. ¢y el
1. Y Pperl
2. Y- (p—v) SP1 Nl —
3. oo MP 1,2
3. 9=¢

vimos que - p — p.
la misma demostracién sirve para probar - ¢ — ¢
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Demostracion del Teorema de la Deduccidn (paso inductivo)
Supongamos
P15 Pn
es una derivacién de v a partir de ' U {¢}

HI: para toda derivacién de ¢’ a partir de ' U {} de longitud < n
tenemos [ = ¢ — ¢/

Queremos ver que [ - ¢ — 1. Hay 4 posibilidades:

1. 7 es un axioma de SP: igual que en en caso base
2. ¢ € I igual que en en caso base
3. ¥ = : igual que en en caso base
4. 1 se infiere por MP de ;i y ¢; (i,j < n)
> sin pérdida de generalidad, ¢; = ¢; = ¥
MU {e} F @iy la derivacién tiene longitud < n
por HIT F o = ¢;
U {e} F ¢y la derivacién tiene longitud < n
por HIT - — ), ie. T — (p; — )
sabemos (SP2) I (¢ — (i = ©)) = (¢ = ¢i) = (¢ = ¥))
por MP 2 veces ' - — 9 167
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Conjuntos consistentes
Proposicién

1. TU{—y} es inconsistente sii [ - ¢
2. T U{p} es inconsistente sii I F =

Demostracién de 1.

() T = TU{-¢lFoyp

trivialmente T U {-¢}F —¢ } U {~¢} es inconsistente

(=) existe p tal que TU{-¢}Fvy y TU{-p}F—
por el Teorema de la Deduccién,

rM-—p—=v y I'kE—p— -1

se puede ver que (ejercicio)

F (= =) = (e = ) = @)

por MP 2 veces tenemos [ F ¢ 168



Satisfacible = consistente

Teorema
SiT C FORM es satisfacible entonces I es consistente.

Demostracion.

» supongamos v tal que v =T pero I es inconsistente
» existep talque THy y TF—

» por correctitud de SP, TE¢ y TE-w
»viEYyvE-Y
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Lema de Lindenbaum

I C FORM es maximal consistente (m.c.) en SP si
> [ es consistente y

» para toda férmula ¢

» pelo
» existe ) talque TU{plFv y TU{p}F—

Lema
SiT C FORM es consistente, existe [ m.c. tal que T C I''.
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Demostracion del Lema de Lindenbaum (obtener I/ O T m.c.)

Enumeramos todas las férmulas: 1, 2, ... Definimos
> ro =T
FnU{ent1} siThU{pnt1} es consistente
> rl’l+1 e .
M, si no
> = UIZO I
Tenemos
1.7D>r

2. cada [} es consistente
3. I’ es consistente
> sino, existeyp talque [MFoy y ['F—
» en ambas derivaciones aparecen tnicamente {y1,...,v} C .
» sea j suficientemente grande tal que {v1,..., %} CT;
» entonces ;1 y [I;F—1; contradice 2
4. T" es maximal
» supongamos ¢ & ', Debe existir n tal que p,11 = ¢
> ©n1 ¢ Mhy1, entonces T U {@,11} es inconsistente
> luego I'" U {@nt1} es inconsistente (pues " D Tp)



Conjuntos maximales consistentes

Proposicién
Si T’ es m.c. entonces para toda ¢ € FORM, o bien o € I’ o bien
—p el
Demostracion.
» no puede ser que ¢ y = estén en [’ porque seria inconsistente

» supongamos que ninguna estd. Como ' es maximal y por
Proposicién de la hoja 168,

MU {¢} es inconsistente = ['F —p

: : i istent
" U{-p} esinconsistente = T['Fo } nconsistente

O

Proposicién
Seal' mc. "ty siipel.
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Consistente = satisfacible

Teorema
SiT C FORM es consistente entonces I es satisfacible.

Demostracién.
Dado I consistente, construimos ' 2 T m.c. (Lindenbaum)

Definimos la interpretacién v tal que
vip)=1sii pel’

Veamos v |= ¢ sii ¢ € I’ por induccién en la complejidad de ¢
(i.e. cantidad de = 0 — que aparecen en )

> caso base: ¢ = p. Trivial por definicién de v.

» paso inductivo:
HI: v = ¢ sii ¢ € [’ para toda ¢ de complejidad < m
Sea ¢ de complejidad m. Hay 2 casos:

2.0=¢—=p
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Demostracion de consistente = satisfacible (caso ¢ = )

HI: v = ¢ sii ¢ € [’ para toda ¢ de complejidad < m
(p = ) tiene complejidad m.

Quiero probar que v = ¢ sii ¢ € T’

(=) v)zwévb&wiingér’:ﬂwer’:wper’
(=) pelM=v ¢l B vy vEv=vEY

174



Demostracion de consistente = satisfacible (caso ¢ = v — p)
HI: v = ¢ sii ¢ € I’ para toda ¢ de complejidad < m
p =1 — p tiene complejidad m.
Quiero probar que v = psii o €T’
(=) vEe=>vEW@-2p)=viEdovEyp
v B er s el =Ty
sabemos F =) — (¥ — p) (ejercicio)
por MPI" ) — p
entonces ) — p eI’
> v):pgiper’:r’l—p
sabemos por SP1 que - p — (¥ — p)
por MP " — p
entonces ) — p e’
(2) viEp=viEV Y vEp S Y Eel y pg T
velly—-pell = ["Fyyl'E—p
sabemos - ¢ — (—p = (¥ — p)) (ejercicio)
aplicando MP 2 veces, [' = =(¢ — p)
por lo tanto (¢ — p) € I’
entonces ¢ — p ¢ I’ 175



Teorema de Completitud (fuerte)

Probamos que
» [ consistente sii [ satisfacible  (hojas 169 y 173)
» U {—p} es inconsistente sii [+ ¢  (hoja 168)

Teorema
SiT |= ¢ entonces T = .

Demostracion.

» supongamos I = ¢
» [U{—p} es insatisfacible

» [U{—p} es inconsistente
> o
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Consecuencias del Teorema de Completitud

Corolario
lEesiilTEe
Corolario
F @ sii = ¢ (i.e. ¢ es un teorema de SP sii es tautologia)
Teorema (Compacidad)
Sea ' C FORM. Si todo subconjunto finito de I es satisfacible,
entonces I es satisfacible.
Demostracion.
» supongamos [ insatisfacible
» [ es inconsistente
> existe ¢y talque TTHY y [FH—w
> se usan solo finitos axiomas de I'
> existe A C T finitotalque Ay y A+ -
» A es inconsistente

» A es insatisfacible
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Resumen

lenguaje P

/ N\

semantica

tautologia
(verdadera en toda interpretacién)

consecuencia semantica =

conjunto satisfacible
(existe modelo para todos sus elementos)

método deductivo

teorema
(tiene demostracién en SP)

consecuencia sintactica +

conjunto consistente
(no permite probar ¢ y =)
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Notas sobre computabilidad

Habiamos visto que el conjunto de teoremas de SP es c.e.
Vemos que, de hecho, es computable:

método de decisién = tablas de verdad
Fe sii Eo

F ¢ sii en la tabla de verdad de ¢ solo hay 1s en la dltima columna
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Légica de Primer Orden
Clase 1

Lenguaje de I6gica de primer orden, términos, férmulas,
variables libres y ligadas, interpretacidn, valuacidn, niveles de
verdad, consecuencia semdantica
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Lenguajes de primer orden

» simbolos ldgicos y auxiliares: X vV = = ()
» x,x',x",x"" ... son variables
> VAR es el conjunto de variables
> V se llama cuantificador universal
» simbolos de cada lenguaje particular £L =C U F U P, donde

» C es un conjunto de simbolos de constantes (puede ser C = ()
» F es un conjunto de simbolos de funciones (puede ser F = (})
» P es un conjunto de simbolos de predicados (P # 0)
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Términos
Para un lenguaje fijo £, definimos los términos de L:

1. toda variable es un término
2. todo simbolo de constante de £ es un término

3. si f es un simbolo de funcién n-ddicode Ly t1,...,t, son
términos de L, entonces f(t1,...,t,) es un término de £

4. nada mas es un término de L
TERM(L) es el conjunto de todos los términos del lenguaje £
Un término es cerrado si no tiene variables.

Por ejemplo, para L=CUFUP, con C ={c,d}, F={f}y
P = {R} (f de aridad 3, R binario) son términos:

c , d , x , f(ed,x) , flc,fF(x",x" ,x"),x")
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Férmulas
Para un lenguaje fijo £, definimos las férmulas de L:

1. si P es un simbolo de predicado n-adico de Ly ty,...,t, son
términos de L, entonces P(ty,...,t,) es una férmula de £
(atémica)

2. si p es una férmula de £ entonces —p es una férmula de £

3. si ¢ y ¢ son férmulas de L entonces (¢ — 1) es una férmula
de £

4. si ¢ es una férmula de £ y x una variable entonces (Vx)y es
una férmula de £

5. nada mas es una férmula de £

FORM(L) es el conjunto de todas las férmulas del lenguaje £

Por ejemplo, para L=CUFUP, con C ={c,d}, F={f}y
P = {R} (f de aridad 3, R binario) son férmulas:

R(d,x") , (vX) R(d,x") , (Vx") R(f(x",x',x""),d)
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Convenciones

> usamos X, Yy, Zz,... para variables
» usamos a, b, c,d,... para simbolos de constante
» usamos f, g, h,... para simbolos de funcién (la aridad

siempre va a quedar clara del contexto)

» usamos P, Q, R, ... para simbolos de predicado (la aridad
siempre va a quedar clara del contexto)

» escribimos (3x)¢ en lugar de —(Vx)—¢
» escribimos (¢ V ¢) en lugar de (- — )
» escribimos (¢ A1) en lugar de =(¢ — =)

» escribimos ¢ en lugar de () cuando convenga

184



Variables libres y ligadas

> una aparicién de una variable x en una férmula estd ligada si
estd dentro del alcance de un cuantificador. En caso contrario,
dicha aparicién esta libre.

> una variable estd libre en una férmula si todas sus apariciones
estdn libres.

> una variable esta ligada en una férmula si todas sus
apariciones estan ligadas.

» una férmula es una sentencia si todas las variables son ligadas
(es decir, no hay apariciones libres de variables)

Por ejemplo, (para un lenguaje con un simbolo de predicado binario P)
» en P(x,y) , x estd libre
» en (Yy) P(x,y) ., x estd libre
» en (Vx) P(x,y) , x estd ligada
» en (Vx)(Yy) P(x,y) ., x estd ligada
> en P(x,y) = (v)(%y) P(x.y)
> la primera aparicién de x esta libre
> la segunda aparicién de x estd ligada
> entonces, x no estd ni libre ni ligada 185



Interpretacién de un lenguaje

Una L-estructura A de un lenguaje L=CUFUP es

> un conjunto A no vacio, se lo llama universo o dominio
> las siguientes asignaciones:

» para cada simbolo de constante ¢ € C, un elemento fijo
cqa €A
» para cada simbolo de funcién n-aria f € F, una funcién
f_A AT = A
» para cada simbolo de predicado n-ario P € P, una relacién
PyC A"

Las funciones f4 y predicados P4 son siempre totales.
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Ejemplos

Para L=CUFUP, conC={c,d}, F={f,g}yP={P}

(f unaria, g binaria, P binario)

L-estructura A L-estructura B
» A=7 » B=P(N)
» c,=0 > cg=10
> dA =1 » dg =N
> fa(x) = —x » fzg(x) =%
> galx,y) =x+y > ga(x,y) =xUy
» Pa(x,y) sii x divide a y » Pp(x,y)siixCy



No ejemplos

Para L=CUFUP, conC={c,d}, F={f,gtyP={P}

(f unaria, g binaria, P binario)

L-estructura M
» M =7
CM = 0
dvy =1
m(x)=1/x
gM(X,}/) =xr
Pu(x,y) sii x divide a y

vV VvVvYyVvyy

en general
> 1/x¢7Z
> xY ¢ 7

L-estructura N

» N = funciones R — R
¢y = funcioén identidad
dy = funcién 0

fa(x) = derivada de x
gn(x,y) =xoy
Pyn(x,y)siix=y

vV vYvyVvVyy

una funcién R — R puede no
ser derivable
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Valuaciones
Fijemos una L-estructura A con dominio A.

Una valuacién para A es una funcién v : VAR — A

Extendemos v a 7 : TERM(L) — A, que interpreta un término t
en una L-estructura A:

» si t = x (variable) entonces V(t) = v(x)
» si t = ¢ (constante) entonces V(t) = c4
> si t = f(t1,...,t,) (funcién) entonces

V(t) = fa(v(t1), ..., ¥(tn))

Sea v una valuacién de A y sea a € A. Definimos la valuacién
v(x = a) de la siguiente manera

Escribimos v en vez de V.
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Ejemplos

Para L=CUFUP, conC={c,d}, F={f,g}yP={P}

(f unaria, g binaria, P binario)
L-estructura A

| 4 A g Z
cq=0
dg=1
fA(X) = —X
ga(x,y)=x+y
P4(x,y) sii x divide a y

vV Vv vVvYyYVvyy

Tenemos
> siv(x)=2
7(g(x,f(d)) =2+(-1) =1
> para cualquier v

7(g(c,f(d))) = 0+(-1) = -1

L-estructura B
B =P(N)
cs=10
ds =N
fa(x) =%

gB(X) y) =xU y
Pg(x,y) siix Cy

v

vV VvV vVvYyVvyy

Tenemos
> siv(x) = {1,2}
7(g(x, f(d))) = {1,2}UN = {1,2}
> para cualquier v

7(g(c,f(d))) =0UN=0



Interpretacién de una férmula
Sea A una L-estructura con dominio A y v una valuacién de A.
Definimos cuando ¢ es verdadera en A bajo la valuacién v
(notacién: A = ¢[v])

1. ¢ es de la forma P(ty,...,t,) (atémica)
Al Pty t)v] sii (9(t1), ..., 7(ta)) € Pa
2. ¢ es de la forma —)
A ~¢v] sii no Al=y[v]
3. ¢ es de la forma () — p)
AE @ = p)lv] si no Al¢[v] o Ak plv]
4. ¢ es de la forma (Vx)y)

A = (Yx)ylv] sii  para cualquier a € A, A = ¢[v(x = a)]

191



Ejemplos
Para L=CUFUP, conC={c,d}, F={f,g}yP={P}
(f unaria, g binaria, P binario)

L-estructura A

» A=7

> Cy = 0

> dA =1

> fa(x) = —x

> galx,y) =x+y

> P4(x,y) sii x divide a y

Tenemos

» para v(x) =1
A= P(x,d)[v]

» para v(x) =0
Al P(x, c)[v]

» para cualquier v

A= (Vy)P(y, gy, d))[v]

L-estructura B

B = P(N)

cs=10

ds =N

fa(x) =

ga(x,y) =xUy
Ps(x,y) siix Cy

v

vV VvV vy VvYyy

Tenemos

P(x, d)[V]

» para v(x) ={1,2,3}
B = P(x, c)[v]
» para cualquier v

B = (Vy)P(y,g(y,d))lv]

> para v(x) =
v
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Notacién (A, V, 3)

Sea A una L-estructura y v una valuacién de A. Se deduce:

5. ¢ es de la forma (¢ V p)

AE @Vl si AE¢lv] o Ak plv]
6. ¢ es de la forma (1 A p)

AE@ApV] si AEYlv] y AR plv]
7. ¢ es de la forma (3x)1)

A E (3x)Y[v] sii hay un a € A tal que A = ¢[v(x = a)]
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3 niveles de verdad

Para un lenguaje L fijo.

1. ¢ es satisfacible si existe una L-estructura A y una valuacién

v de A tal que A = ¢[v]

2. ¢ es verdadera (o vélida) en una L-estructura A (A = @) si
A |= ¢[v] para toda valuacién v de A

» decimos que A es un modelo de ¢

3. ¢ es universalmente valida (= ¢) si A | ¢[v] para toda
L-estructura A y toda valuacién v de A
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Ejemplos

= (Z; <,0) con la interpretacién usual
(vx)(Fy) x <y

(3 ) x <y
x<y—=(3z)(x<zAz<y)

vV vy VvYyy

=
':
b
= (Hx) x <0

;< ) con la interpretacién usual
BlEx<y—(3z) (x<zAz<y)
B~ (Hx) x<0

Q; <, ) con la interpretacién usual

X <

= = (3z) (x<zAz<y)
):(EIX)X<0
Vy

P(x, y) es satisfacible
0

= ({0}; =) con la interpretacién usual
(N; <) con la interpretacién usual

» = (Vx) P(x) = P(x) se entiende ((Vx) P(x)) — P(x)
> |75P(X)—<>(v x) P(x)

» F = (N; par) con la interpretacién usual, v(x) =0

A
A
A
A
<

> B

v

v

» C

v v |
QQ/\

v

(3x)

—~
~—

m@

vy
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Algunos resultados sobre satisfacibilidad y validez

> si ¢ es una sentencia, A |= ¢ sii A = ¢[v]
>  es universalmente valida sii - es insatisfacible
> preservacion de validez del Modus Ponens:

> Al olvly A= (¢ — ¥)[v] entonces A |= ¢[v]

» AEpy AE (p — v) entonces A = o
» EoyE(p— 1) entonces E

clausura universal

» Al psii AE (V)
> Epsii = (YX)e

v
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Consecuencia semantica

Sea ' C FORM(L) y ¢ € FORM(L)

¢ es consecuencia seméntica de I (I = ) si para toda
L-estructura A y toda valuacién v de A:

si A = T[v] entonces A = ¢[v]

Notacion:
AE=T[v]

significa que para toda ¢ €T,

A= vl
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Ejemplos

L ={P,Q}, con Py Q simbolos de predicado 1-arios

> 1= (3x)P(x)
> T1 = (3x)P(x) = (3x)Q(x)
> T = (VX)P(x) = (Vx)Q(x)

> T2 (30)Q(0)
> T = (33)(P(x) A Q(x)
> T2 (3)(-P(x) A Q)

> Ta={ (™)(P(x) = Q(x)) , (F)(P(x)A=Q(x))
» 3o para cualquier ¢

}
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Lenguajes con igualdad

L es un lenguaje con igualdad si tiene un simbolo proposicional
binario especial (el =) que sélo se interpreta como la igualdad.

Fijemos un lenguaje £ con igualdad y con ningtin otro simbolo.

Buscamos ¢ € FORM(L) tal que {A : A = ¢} sea la clase de
modelos

» con exactamente 1 elemento

p=F)Vy)x=y

» con exactamente 2 elementos
—X=y

Y= (Hx)(ﬂy)(mA(Vz)(z =xVz=y))

» con al menos 3 elementos
o= (Elx)(Eiy)(Elz)(x FYANXFEzZNy # z)

» con infinitos elementos... con finitos elementos. ;Se podrd?
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Légica de Primer Orden
Clase 2

Lema de sustitucidn, sistema axiomdtico SQ, consecuencia
sintactica, teorema de la generalizacién, teorema de la
generalizacidén en constantes
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Reemplazo de variables libres por términos

Sea £ = C U F UP un lenguaje fijo.

Sea ¢ € FORM(L), t € TERM(L) y x € VAR. ¢[x/t] es |a
férmula obtenida a partir de ¢ sustituyendo todas las apariciones
libres de la variable x por t

Por ejemplo, (para un lenguaje con simbolo de predicado binario Py
simbolo de funcién unario f)

P(x, y)ix/f(2)] = P(f(2),y)
PO, y)Ix/f(x)] = P(f(x),y)
((Vx)(Yy) P(x,y))[x/f(2)] = (Vx)(Vy) P(x,y)

(P(xy) = (¥x)(¥y) P(x,y))Ix/f(2)] =
P(f(2),y) = (VX)(Vy) P(x,y)

v

v

v

v

Si c € C, p[c/t] es la férmula obtenida a partir de ¢ sustituyendo
todas las apariciones de la constante ¢ por t
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Variable reemplazable por un término
Sea t € TERM(L), x € VAR, ¢ € FORM(L).

Decimos que x es reemplazable por t en ¢ cuando

1. t es un término cerrado (i.e. no tiene variables) o

2. t tiene variables pero ninguna de ellas queda atrapada por un
cuantificador en el reemplazo ¢[x/t]

Por ejemplo, (para un lenguaje con simbolo de predicado unario Py
simbolo de funcién binaria f)
En

(YY) ((¥x)P(x) = P(x))

» x es reemplazable por z: (Vy) ((Vx)P(x) = P(z))
» x es reemplazable por f(x, z): (Vy)((vx)P
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Lema de Sustitucidn

Lema
Si x es reemplazable por t en ¢ entonces

A (elx/tIv] sl Al elv(x = ¥(1))].

Demostracion.
Por induccién en la complejidad de ¢.
(a veces escribo v por ¥)

> ¢ = P(u) es atémica (u es término; el caso n-ario es similar).
A = P(ulx/t])[v] sii V(u[x/t]) € Pa
sii (lema auxiliar que dice v(u[x/t]) = v(x = v(t))(uv))
vix = U(t)](u) € P4 sii A |= o[v(x = ¥(t))].

> o es de la forma = o de la forma v — p. Directo.

<

(sigue —)
O
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Lema de Sustitucidn

Demostracién (cont.)
» ¢ es de la forma (Yy) v.
Sup. x no aparece libre en . Entonces v y v[x = v(t)] coinciden en todas las
variables que aparecen libres en . Ademids, ¢ = [x/t]. Inmediato.

Sup. x aparece libre en . Como x es reemplazable por t en ¢, y no ocurre en t.
Luego para todo d € A,

v(t) = v(y =d)(t). (1)
Ademds, x es reemplazable por t en 1. Como x # y,

ego Plx/] = (7) W)lx/e] = (v) (Wlx/2)).

A= ¢[x/tl[v] sii (def.) paratodo d € A, A = ¢[x/t][v(y = d)]
sii (HI)  paratodo d € A, A =9y[v(y = d)(x = w(t))]
——

w

sii (1) para todo d € A, A |= ¢[v(y = d)(x = v(t))]
sii (x #y) paratodod e A AEY[v(x=v(t))(y =d)]
sii (def.) A= ¢lv(x = v(t))] 204



Mecanismo deductivo SQ (para un lenguaje fijo £)

Para un lenguaje fijo £

» axiomas. Sean ¢, 1, p € FORM(L), x € VAR, t € TERM(L)
SQL ¢ = (¢ = ¢)
SQ2 (¢ = (v = p)) = ((p = ¥) = (¢ = p))
SQ3 (= ) = (¥ — o)
SQ4 (Vx)p — ¢[x/t] si x es reemplazable por t en ¢
SQ5 ¢ — (Vx)p si x no aparece libre en ¢
SQ6 (Vx)(p = ©) = ((Vx)e = (Vx)¥)
SQ7 si ¢ es un axioma entonces (Vx)¢ también es un

axioma
> regla de inferencia

MP Sean ¢, 1 € FORM(L). v es una consecuencia
inmediata de p —> ¥y ¢
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Consecuencia sintactica, demostraciones, teoremas, teorias
Fijamos un lenguaje £. Sea ' C FORM(L) y ¢ € FORM(L)

1. una demostracion de ¢ en SQ es una cadena finita y no vacia

Pls--5Pn
de férmulas de £ tal que =@y
> ; es un axioma o
> (p; es una consecuencia inmediata de ¢k, @y, k, I <i
En este caso, decimos que ¢ es un teorema (F ¢).

2. @ es una consecuencia sintdctica de I' (I F ) si existe una
cadena finita y no vacia

P15 ¥n

de férmulas de £ tal que p, =@y
> j es un axioma o
» pielo
> ; es una consecuencia inmediata de @i, ¢, k, [ <i

Aqui, ©1,...,pn se llama derivacion de ¢ a partirde I'. T se
llama teoria. Decimos que ¢ es un teorema de la teoria I'. 206



Ejemplo [ = {(VX)(QO[Z/X])} - (\V/Z)QO (x no aparece en )

1. (VZ)( (Vx)(plz/x]) — go) SQ4+SQ7

2. (V2)(("x)(plz/x]) = ¢) = ((V2)(¥x)(¢lz/x]) = (V2)p) SQ6

3. (Vz)(Vx)(¢lz/x]) = (Vz)p MP 1,2

4. (Yx)(plz/x]) = (V2)(Vx)(lz/X]) SQ5

5. (Vx)(¢lz/x]) r

6. (Vz)(¥x)(¢lz/x]) MP 4,5

7. (Vz)p MP 3,6
Observar

» paso 1: x es reemplazable por z en ¢[z/x]
» paso 1: p[z/x][x/z] =
» paso 4: z no aparece libre en (Vx)(¢[z/x])
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Correctitud y consistencia

Teorema (Correctitud)

El sistema SQ es correcto, i.e. si = ¢ entonces I |= .

Teorema (Consistencia)
El sistema SQ es consistente, i.e. no existe ¢ € FORM(L) tal que
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Resultados similares a los de SP

Teorema (de la Deduccién)
SiTU{¢} ¢ entoncesT ¢ — 1

I C FORM(L) es consistente si no existe ¢ € FORM(L) tal que
Ne=¢ y M=

Proposicion

1. TU{—¢} es inconsistente sii I F ¢
2. TU{¢} es inconsistente sii I - —¢

Teorema
Si T es satisfacible, entonces I es consistente.

Teorema
Si T es inconsistente, entonces existe un subconjunto finito de I’
que es inconsistente.
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Instancias de esquemas tautolégicos

» sea ¢(p1, ..., Ppn) una tautologia de P con variables
proposicionales p1, ..., pn.

> sean 1, ...,%, formulas cualesquiera de primer orden

» ¢(1,...,%n) es una instancia de un esquema tautoldgico
(reemplazar p; por 1; en la férmula original ¢)

Proposicién
Si o es una instancia de un esquema tautoldgico entonces - .

Por ejemplo, la férmula de P
(PAg)—p
es tautologia. Entonces

= ((")R(x) A (FV)Q(y)) — (VX)R(x)
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Variantes alfabéticas
Sea £ ={0,S} con igualdad y ¢ € FORM(L) definida como

p=x#0—=(Jy)x=5()
En ¢ la variable x es reemplazable por z:
elx/z] =z #0— (Jy)z = 5(y)
Sin embargo, la variable x no es reemplazable por y:
elx/yl =y #0—= (3y)y = S(y)
No habria habido problema si la férmula original hubiese sido
¢ =x#0— (Iw)x = S(w)
¢ se llama variante alfabética de ¢

Lema
Sea ¢ € FORM(L). Dados x € VAR y t € TERM(L) podemos
encontrar ¢’ (variante alfabética de ¢) tal que

» {pp ' y{e' e

> x es reemplazable por t en ¢’ "



Teorema de Generalizacién (TG)

Teorema

SiTF ¢ y x no aparece libre en ninguna férmula de I', entonces
e (vx)e

Observar que es necesario pedir que x no aparezca libre en ninguna
férmula de T

> {R(x)} = (V)R(x)
» entonces {R(x)} ¥ (Vx)R(x) (por correctitud)

Demostracién del teorema.
Planteo

P(n) = para toda ¢, I y x tal que T -1 y x no aparece
libre en ninguna férmula de T, si i1, ...,1, es una
derivacion de 1) a partir de T entonces I' - (Vx)1

O

Demostracién por induccién en n (detalles a continuacién).
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Demostracion del TG (caso base)

P(n) = para toda v, I y x tal que T 1 y x no aparece
libre en ninguna férmula de I, si i1, ...,%, €s una
derivacion de 1 a partir de I entonces I - (Vx)

Probamos P(1):
> sea ¢, [y x tal que x no aparece libre en [
> sea ¢ una derivacién de ¢ a partir de I’
» queremos ver que [ (Vx)p
Hay 2 posibilidades:
1. ¢ es axioma de SQ X (Vx)p = TF(¥x)¢
2. ¢ € entonces

M=o

por hipdtesis x no aparece libre en ¢
por SQ5, - ¢ — (Vx)p

por MP, T F (¥x)¢

vV vy vVvyy
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Demostracion del TG (paso inductivo)

P(n) = para toda v, I y x tal que T 1 y x no aparece
libre en ninguna férmula de T, si y1,...,vY, es una
derivacion de 1 a partir de I entonces I - (Vx)

Probamos P(n):

sea ¢, 'y x tal que x no aparece libre en '

> sea ¢1,...,®n una derivacién de ¢ a partir de I’
» queremos ver que [ = (Vx)p

» HI: vale P(m) para todo m < n

v

Hay 3 posibilidades:
1y 2. ¢ esaxiomade SQ o ¢ €I igual que en caso base.
3. ¢ se obtiene por MP de ¢; y ¢; (i,j < n):
supongamos que ¢; = @; — . Usamos HI 2 veces:
» como i < n, vale P(i), en particular, I - (Vx)y;
» como j < n, vale P(j), en particular, T F (Vx)(¢; — ¢)
por SQ6, F (Vx)(vi — ) = ((Vx)pi = (¥x)p)
usando MP 2 veces, I' F (¥x)y
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Teorema de Generalizacién en Constantes (TGC)

Teorema

Supongamos que T F ¢ y ¢ es un simbolo de constante que no
aparece en I'. Entonces existe una variable x que no aparece en ¢
tal que T F (Vx)(p[c/x]). Mds aun, hay una derivacién de
(Vx)(¢[c/x]) a partir de T en donde ¢ no aparece.

Idea de la demostracién.

Sea ¢1,...,®pn una derivacién de ¢ a partir de I'.

Sea x la primera variable que no aparece en ninguna de las ;.
1. demostrar que pi[c/x], ..., ¢n[c/X]

1.1 es una derivacién de ¢[c/x] a partir de I' (por induccién en n)
1.2 no contiene al simbolo de constante ¢

2. hay un A CT finito tal que A F ¢[c/x] con derivacidn que no
usa c y tal que x no aparece libre en ninguna férmula de A

2.1 A es el conjunto de axiomas de I que se usan en 1, ..., @,

3. por el TG, A F (Vx)(p[c/x]) con derivacidn que no usa ¢
L]
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Consecuencias del TGC

Corolario

Supongamos que I F p[z/c| y ¢ es un simbolo de constante que
no aparece en I' ni en . Entonces I - (Vz)y. Mds aun, hay una
derivacion de (Vz)y a partir de I en donde ¢ no aparece.

Demostracidn.

» por el TGC, existe x tal que
> X no aparece en ¢[z/c]

> T+ (¥x)(elz/clle/x])

> en esta Ultima derivacién no aparece ¢
» como ¢ no aparece en ¢, ¢[z/c][c/x] = p[z/x]
> entonces T+ (Vx)(p[z/x])
» sabemos |+ (Vx)(p[z/x]) — (Vz)p

(aplicar el Teorema de la Deduccién a derivacién de hoja 207)
» por MP concluimos I - (Vz)p

» en esta (ltima derivacidn no aparece ¢



Lenguajes con igualdad

Fijamos un lenguaje £ con igualdad.

Para los lenguajes con igualdad, se considera el sistema SQ= con
los axiomas y regla de inferencia de SQ, sumando estos dos
axiomas

» axiomas adicionales para SQ~. Sean ¢, v € FORM(L),
x,y € VAR
SQT1 x =x
SQ™2 x =y — (¢ — 1) donde ¢ es atédmica y 9 se
obtiene de ¢ reemplazando x por y en cero o
mas lugares
Se puede probar que
> SQ~ es consistente
> Si hay una derivacién de ¢ en SQ= entonces @ es verdadera

en toda L-estructura en donde el = se interpreta como la
igualdad
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Notas sobre computabilidad
Fijemos un lenguaje numerable £. Se pueden codificar las férmulas
de FORM(L) con nimeros naturales.
Igual que para la légica proposicional:
> es computable la funcién

1 x es una demostracién valida en SQ para L

demp(x) = {

0 sino

v

considerar el siguiente programa P:

[A] IF dem;(D) =1A D[|D|] = X GOTO E
D+ D+1
GOTO A

> © es teorema de SQ para L sii #¢ € domVp

v

el conjunto de teoremas del sistema SQ para L es c.e.

v

iserd el conjunto de teoremas de SQ para £ computable?
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Légica de Primer Orden
Clase 3

Completitud de SQ, compacidad
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Consistente = satisfacible

Sea L un lenguaje fijo. Sea ' C FORM(L) consistente. Queremos
construir un modelo candnico B y una valuacién v de B tal que:

B |= ¢[v] para toda ¢ € T

Demostraciéon en 5 pasos:

Paso 1. expandir £ a £’ con nuevas constantes. £ = L UC. En C hay
una cantidad infinita numerable de nuevas constantes
(“nuevas” porque no aparecen en L)

Paso 2. agregar testigos a I'. Trabajamos con ' U ©, donde © es un
conjunto de formulas especiales que usan las constantes
nuevas de L’

Paso 3. aplicar el Lema de Lindenbaum para I' U ©. Obtener
A D I U® maximal consistente

Paso 4. construir el modelo canénico A y valuacién v (para el
lenguaje £') tal que A = ¢[v] sii p € A

Paso 5. restringir A y v al lenguaje original £ y obtener B
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Paso 1: expandir de £ a £’ con nuevas constantes

Teorema

Sea ' C FORM(L) consistente. Sea C un conjunto de nuevas
constantes que no aparecen en L. Si L' = L UC entonces I' es
consistente en el lenguaje L'.

Demostracion.
» supongamos [ inconsistente en el nuevo lenguaje £'. Entonces
existe o € FORM(L') tal que M=o y M —p

» cada una de estas derivaciones usa férmulas en FORM(L'),
pero aparecen solo finitas constantes nuevas

» por el TGC, cada constante nueva utilizada (por hipétesis no
aparece en ') puede reemplazarse por una variable nueva

» obtenemos una derivacion de
MNEele,. .o en/xt, s xal Yy TE—@ler, ..o cn/X1y oy Xn]

en el lenguaje original £ (c¢; son nuevas constantes; x; son
nuevas variables)

> entonces [ es inconsistente en el lenguaje £



Paso 2: agregar testigos a [
Sean I' y C como en el paso 1. Sea

(p1,x1), (02, %2), - - .
una enumeracién de FORM(L') x VAR
Definimos
O = = (Vxn)n — —(on[xn/cn])
donde ¢, es la primera constante de C que
> no aparece en @, y

> no aparece en 61,...,0,_1
Definimos
© ={61,0,,...}
Teorema

F'U®© C FORM(L') es consistente.

Observar que © agrega testigos a I'. Si ocurre =(Vx)p entonces
hay una constante ¢ que atestigua que ¢ no vale para todo x, i.e.

~(plx/cl)

222



Demostracién del paso 2
Supongamos I consistente. Recordemos que © = {61,0,,...}

» supongamos [ U © inconsistente

debe existir i tal que ' U {601,...,0;+1} es inconsistente
sea n el minimo tal /

observar que ' U {01,...,0,} es consistente

Fru{bs,....0,} - (—(Vx)go — ﬂ(cp[x/c]))

0n+1
donde ¢ no aparece en {61,...,0,} nien ¢

> las siguientes son instancias de esquemas tautoldgicos:

vV VvYye.y

> —0n11 — —(Vx)p
> bny1 — (plx/c])
» por lo tanto
> F =l = —(VX)p Y ru {61,...,60,F =(Vx)p
> O — (plx/c]) B TU{61,....0,} F olx/c]
» por el corolario del TGC, T U{61,...,0n} F (Vx)p
(notar que ¢ no aparece en U {01,...,0,} nien @)

» entonces I U {f1,...,0,} es inconsistente
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Paso 3: Lema de Lindenbaum para ' U ©

Teorema
Sean T y © como en los pasos 1 y 2. Existe un conjunto
A DT UO tal que A es maximal consistente.

Demostracion.
Igual que para el caso proposicional.

Como en el caso proposicional, para toda ¢ € FORM(L')
> ¢ € A o bien np € A
> pEASITAF
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Paso 4: construccidon del modelo candnico A
Definimos el modelo candnico A:

A = TERM(L')

v

» para cada simbolo de funcién n-aria f € £/,
fa(ty, ..., th) =1f(t1,...,ty) €A
~—
€A

v

para cada simbolo de constante ¢ € £/,

ca=ceA

v

para cada simbolo de predicado n-ario P € L/,
(t1,...,ta) € PA sii  P(tr,....tn) €A
—_——

€An
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Paso 4: definicion de la valuaciéon v

Definimos la valuacién v : VAR — TERM(L') como
A

v(x) = x
Lema
Para todo t € TERM(L'), ¥(t) = t.

Demostracion.
Por induccién en la complejidad de t (fécil).

Teorema
Para toda ¢ € FORM(L'), A = ¢[v] sii p € A.

Demostracidn.

Por induccién en la complejidad de ¢ (detalles a continuacién).

O
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Paso 4: A ‘: (,O[V] sii p < A (caso base)

Si ¢ es una férmula atémica P(t1, ..., ty):

AE P(t1,...,t)[v] sii (\7(t1), cee
sii (tl, cees t,,) € PA pues v(t) =t
sii P(t1,...,th) €A por def. de A
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Paso 4: A ‘: (,O[V] sii p < A (paso inductivo; ¢ = 1))

Al olv] sii AV
sii Ypé¢A por HI
sii e A por propiedad de A
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Paso 4: A ‘: (,O[V] Sii ) - A (paso inductivo; ¢ = ¥ — p)

A= plv]

si ARyl o Al plv]

si ¢ NopeA por HI

si  peAopeA por propiedad de A
= AFyY—p (ejercicio)

= Y—opeA por propiedad de A
veEAo(pe Ay AF p) MP en 2do caso
¢ NAo(peAypeA) porpropiedad de A
béhopen

Af o AEpl]  porHi

A=Y — plv]

229



Paso 4: A ‘: (,O[V] sii p e A (paso inductivo (=) ; v = (Vx)v)

supongamos A |= (Vx)[v]
para todo t € A, A = ¢[v(x = t)]
supongamos —(Vx)y — —(¢[x/c]) € ©
en particular, A = ¢[v(x = ¢)]
por definicién de v, A = y[v(x = V(c))]
por el Lema de Sustitucién, A |= (v[x/c])[v]
por HI, ¢[x/c] € A
por propiedad de A, =(¢[x/c]) ¢ A
veamos que —(Vx)y ¢ A:

» supongamos que —(Vx) € A

> AF (VX))

» como A D O, ~(Vx)¢ — ~(¢[x/c]) € A

. Ab ()0 o (/)

» por MP tenemos A = (¢[x/c])

» por propiedad de A, =(¢[x/c]) € A

» concluimos (Vx) € A

vV Y VvV vV VY VvV VvV VY

230



Paso 4: A ‘: (,O[V] sii p e A (paso inductivo (<) ; v = (Vx)v)

>

>

>

supongamos A [~ ¢[v]

existe t € A, A J= [v(x = t)]

sea v’ una variante alfabética de v tal que x sea reemplazable
por t en ')

A/ [u(x = 1)

como ¥(t) =t, A= '[v(x = ¥(t))]

por el Lema de Sustitucién A [~ (¢'[x/t])[v]

por HI, ¢/[x/t] ¢ A

» veamos que (Vx)y' ¢ A:

» supongamos que (Vx)y' € A

> AF (Vx)y

» sabemos F (Vx)i' — ¢/[x/t] por SQ4
» por MP concluimos A  ¢/[x/t]

» por propiedad de A, ¥'[x/t] € A

por equivalencia de variantes alfabéticas, (Vx)y ¢ A
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Paso b: restringir A y v al lenguaje original £

Volvemos al lenguaje original L.

Definimos B como la restriccién de A a £ (i.e. ya no interpreto las
nuevas constantes).

Del paso 4 sabemos que para toda ¢ € FORM(L'),
A= plv] sii peA.
Recordar que A D T. Si ¢ € I C FORM(L) tenemos
AEplv] si B olv]
Luego, para ' consistente, encontramos una L-estructura B tal que

B = ¢[v] para toda p € T

Concluimos que I es satisfacible.
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Teorema de Lowenheim-Skolem

Corolario

[" es consistente sii [ es satisfacible

Teorema (sin igualdad)

Sea L numerable y sin igualdad. SiT C FORM(L) es satisfacible,

es satisfacible en un modelo infinito numerable.

Demostracién.

Es lo que acabamos de ver. Si £ es numerable, A= FORM(L) es
infinito numerable. O
Teorema (con igualdad)

Sea L numerable y con igualdad. SiT C FORM(L) es satisfacible,
es satisfacible en un modelo finito o infinito numerable.

Se puede probar algo mds fuerte
Teorema (ascendente)

Si L es numerable y ' C FORM(L) tiene modelo infinito, tiene
modelo de cualquier cardinalidad. 233



Completitud y Compacidad

Teorema (Completitud fuerte, Godel)
SiT |= ¢ entonces I .

Demostracion.
Igual que para proposicional []

Corolario
MN=esiilEe.

Teorema (Compacidad)

Sea ' C FORM(L). Si todo A finito, A C T es satisfacible,
entonces [ es satisfacible.

Demostracion.
Igual que para proposicional []

234



Logica de Primer Orden
Clase 4

Aplicaciones de compacidad, indecidibilidad de la légica de
primer orden
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Aplicaciones de Compacidad - no expresividad
Teorema
Si T tiene modelos arbitrariamente grandes, tiene modelo infinito.

Demostracion.
Definimos (en el lenguaje con solo la igualdad)

p2 = (B)@y)x#y
p3 = (IX)E)EF)(x#yAx#zAy #2)
Pn : “hay al menos n elementos”

» por hipétesis, todo subconjunto finito de ' U {y; | i > 2} tiene
modelo

» por Compacidad, ' U {p; | i > 2} tiene algin modelo M

> M tiene que ser infinito O
Conclusién:

» A es infinito sii A = {p; | i > 2}

» no existe I tal que A es finito sii A =T 236



Aplicaciones de Compacidad - modelos no estandar

Consideremos un lenguaje £ = {0, S, <,+, -} con igualdad.
Consideremos la estructura N’ = (N;0,S,<,+,-) con la
interpretacion usual. Sea

Teo(N) = {¢ € FORM(L) : ¢ es sentenciay N |= ¢}
Expandimos el lenguaje con una nueva constante ¢ y definimos

[={0<c S00) < c,5(5(0)) < ¢, S(5(5(0)) < c,...}

v

cada subconjunto finito de ' U Teo(/V') tiene modelo
por Compacidad, I' U Teo(N') tiene modelo
por Léwenheim-Skolem I U Teo(/N') un modelo numerable
M = <M, 0M7 5M7 <M7 +M7 ‘Mv CM>

sea M’ la restriccién de M al lenguaje original £
N E ¢ sii M’ = ¢ para toda sentencia ¢ € FORM(L)

»NEp = peTeoN) = MEp = MEyp

» NHEe = NE-w = -pecTeolN) =

ME- = ME-p = Mg

» Ny M’ no son isomorfos: c™ es inalcanzable en M’ .

vy

vy



Repaso de Maquina Turing

Fijamos ¥ = {1, x}.
Recordar que una maquina de Turing es una tupla

M = (Za Q7 Tv q0, qf)

donde
» X (finito) es el conjunto simbolos que puede escribir en la
cinta
» Q (finito) es el conjunto de estados
> tiene dos estados distinguidos:

> go € Q es el estado inicial
> gr € Q es el estado final

» TCRXxXIXXU{L R} x Q es la tabla finita de instrucciones
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Modelo de cémputo de maquina de Turing

Recordar que la maquina

M = (27 Qa T7 q07qf)

con entrada w € {1} termina (notado M(w) |) sii partiendo de
w en la cinta de entrada y la cabeza leyendo el primer caracter
después de w,

qo

llega al estado gr después de una cantidad finita de pasos.

No es computable determinar si una maquina de Turing termina o
no.
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|dea de la demostracién de que Primer Orden es indecidible

» fijar un lenguaje adecuado L

» dada una miquina My w € {1}, construir (uniformemente)
una sentencia pp,w € FORM(L) tal que

M(W) i/ sii F PM,w

> si el problema de determinar si vale 1) o /9 para
1 € FORM(L) fuese computable, en particular seria
computable determinar si = op . 0 I/ oM, para cualquier
mdquina M y entrada w.

» como esto Ultimo es no-computable, tampoco es computable
determinar si vale - ¢ o I/ ¢ para cualquier v € FORM(L)

Dados My w, jquién es ppy ., ?
» una férmula de £ que se construye computablemente a partir
de My w
> ©m,w describe el comportamiento de M con entrada w en una
cierta interpretacién A

> ©m,w es una férmula-programa
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El lenguaje £

» simbolos de constante:
» uno solo: €
» simbolos de funcién:
» la funcién 1 unaria
» la funcién * unaria
» simbolos de relacidn:
» infinitos (tantas como necesitemos) simbolos de relaciones

binarias
» sea E = {qo,9r,p,q,r,...} un conjunto infinito de estados

que podemos llegar a usar en maquinas de Turing
> cada maquina particular usard solo una cantidad finita de
estados de E

» los simbolos des relacién son:

Rao> Rass Rps Rgs Rry o .
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Notacién de los términos de L

> si t es un término de £, 1(t) lo notamos 1t

> si t es un término de £, *(t) lo notamos *t

Por ejemplo
» 1(x) lo notamos 1x
» 1(1(¢)) lo notamos 11e
» 1(1(*(1(y)))) lo notamos 11 x 1y
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La interpretacién A
Dada una maquina

M = (Zv Q7 Tv q0, qf)

y una entrada w € {1}%, fijamos una interpretacién A = Ap .
> el universo: A = {1,*}* = cadenas finitas sobre {1,x*}
> va a representar datos en la cinta de M
» ¢4 = cadena vacia
» la cinta es infinita, pero infinitos * se representan como €
> las funciones
14: A=A y x4 A=A
se interpretan asi:
» 14(x) = 1x, o sea la cadena que empieza por 1y sigue con x
» x4(x) = xx, o sea la cadena que empieza por * y sigue con x
» para g € Q, (Ry).a(x,y) es verdadero sii la maquina M con
entrada w llega a una configuracién en la que:
> el estado es g
> en la cinta esta escrito x en orden inverso y a continuacién y
> la cabeza de M apunta al primer caracter de y
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Definicién de la férmula-programa ¢
Dada una maquina

M = (27 Qa T7 q07qf)

y una entrada
k

—~
w=1...1

fijamos la interpretacién A = Ay, que acabamos de ver.

k

—~
> o = Rg(1...1¢,€)
» dice: “el estado inicial es alcanzable”

> AE o

> or = (3x)(3y) Rg(x,y)
» dice: “el estado final es alzanzable "

> A or sit M(w) |
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Definicién de la férmula-programa ¢

Para cada instrucciéon | € T:

> si | dice si M esta en el estado q y lee un 1, escribir b y pasar
al estado r, definir

= (YX)(Vy) (Re(x, 1y) = Re(x; by))

> si | dice si M estd en el estado q y lee un %, escribir b y pasar
al estado r, definir

Y = (Vx)(Vy) (Rq(x,*y) = Rr(x, by)) A
(Vx) (Rq(x,€) = Re(x, be))
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Definicién de la férmula-programa ¢

> si | dice si M estd en el estado q y lee un 1, moverse a la
izquierda y pasar al estado r, definir

Y= (Vx)(Vy) (Re(1x,1ly) — R(x,11ly)) A
(Vx)(Vy) (Rq(xx,1y) = Re(x,*1y)) A
(Vy) (Rq(e,1y) — Ri(e, x1y))

> si | dice si M estd en el estado q y lee un x moverse a la
izquierda y pasar al estado r, definir

i = (Vx)(Vy) (Rg(1x,#y) = Re(x, 1 y)) A
Vx)(Vy) (Rq(xx, xy) = Re(x, % % y)) A

Vy) (Rq(€,xy) = Re(e, % xy)) A

Vx) (Rq(*x,€) = Ri(x,€)) A

Vx) (Rq(1x,€) = Ri(x,1€)) A

(Rq(e,€) = Rr(e,€))

(Misma idea con moverse a la derecha...)

~ o~ o~ o~
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Definicién de la férmula-programa ¢
Recordar que la maquina

M= (X,Q,T,qo,qr)

tiene siempre un conjunto finito de instrucciones T

Definimos

omw = (poA /\ V1) = of
leT

Proposicion

SiAEomw sii M(w) |.

Demostracién.

Sabemos que A |= ¢g. Sabemos que A = ¢ sii M(w) |. Es facil

ver que A =1 paracada l € T.
Luego A = omw sii A = ¢ sii M(w) |. O
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Entscheidungsproblem

Teorema
Fomw siit M(w) |.

Demostracion.
(=) Si - ¢m,w entonces |= opm ., es decir, o, es verdadera en
toda interpretacién. En particular, A = ¢p . Luego M(w) |.

(<) Idea. Si M(w) | entonces existe un cémputo de M(w):

(Xl') r17_y1) ~ (X27 r27_y2) AR (Xn') rna}/n)

con xi,yi € {L,*}*,ri€ Q, x1 =w, n = qo, y1 =€, I'n = gr.
Cada (x;, ri, yi) representa una configuracién del cémputo M(w):
> ¢l estado es r;
> la cinta contiene «--xxx[ x; |[ yi ]Jxxx---
> la cabeza estd apuntando al primer caracter de y;

Cada paso de la ejecucién coincide con una sustitucién de una de
las férmulas ;.

» cémputo de M(w) = demostracién de ¢p .,

» férmula pp,, = programa de M
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Programa = Demostracién
Recordemos que

emw = (poA /\ Vi) = pr
leT
Supongamos que M con entrada 111 da el siguiente cémputo:

(111, go, ) “ 2T (11, g1, 1) VT (1, gr,10)
Veamos que {@o} U {4 | | € T} F ¢r. Esto prueba que F ¢p .
» Recordemos que
Do) = - A (V%) (Rao(1x,€) = Rgy(x,1€)) A . ..
Por SQ4, {wo} U{ts | I € T}F (Rg(111le,€) = R, (11e, Le))
» Recordemos que
V(g 1L,a0) = (X)(VY) (Rey (1x,1y) = R (x, 11y)) A ...
Por SQ4, {wo} U{yy | I € T} (Ry (11, 1e) — Ry, (1€, 11€))
> Recordemos que ¢g := Rg,(111¢,€)
> Por MP, concluimos {wo} U{¢s | I € T} F Rg(1e,11€)

> De esto, se puede concluir {po}U{¢; | I € T} (3x)(Ty) Ry, (x, )

P
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Entscheidungsproblem

Teorema (Turing, 1936)

Sea L el lenguaje descripto y sea 1) € FORM(L). El problema de
decidir si- 1) ot/ 1) no es computable.

Demostracion.
Supongamos que hay un programa que dada i) € FORM(L)
devuelve verdadero sii - ).
Dada M y w, habria un procedimiento para decidir si M(w) | o
M(w) 1:

1. construir ¢p,,, (esto se hace computablemente)

2. si - pp.w entonces M(w) |; si no M(w) 1
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Légica de Primer Orden
Clase 5 - Opcional

Teorema de incompletitud de Godel
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Artimética de Peano
Lenguaje £ ={0,5,+,-} con igualdad.

» axiomas (para x,y € VAR, ¢ € FORM(L) con variable libre x)

S1. 0+# S(x)
S2. S(x)=S(y) »x=y
S3. x+0=x
S4. x+S(y)=S(x+y)
S5. x-0=0

S6. x-S(y)=(x-y)+x
S7. (plx/0] A (9x)( = #[x/S(X)])) = (¥x)¢
» definimos la teoria S:

S= {w : 1) es instanciacién de alguno de estos 7 esquemas}

Sea N = (N;0,5,+, ) el modelo estdndar de los naturales.

» querriamos capturar todas las verdades de A/ con los teoremas
de S (en el sistema SQ7)
> querriamos NEe si Sko
> se puede ver que NEe <« Stop 252



Notacidn (solo para esta clase)

>

notamos ¢(xi, ..., Xxp) a una férmula que tiene variables libres
X1y ey Xn
sea ¢(x1,...,Xp) y sean ty, ..., t, términos
oty ..., tn) representa Olx1y ey Xn/tay ooy th]
notacién para los numerales:
1 = 5(0)
2 = 5(5(0)

n = S5(..500)...)
——
n veces
Por ejemplo,
> o(x)=(y)y+2=
> 0(3)=(Fy)y +2
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Aritmetizacion de férmulas

() - =V =03S5S+ - x3 x x3
123 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Por ejemplo,
( i X1 ) - S ( X1 ) = X1
2 3 5 7 1 13 17 19 23 29 31
1 5 1 2 3 8 1 11 2 6 11
[T 2' 3 51 72 113 13% 171 191 232 206 31!
» toda férmula de L se representa con un niimero natural (se

llama nimero de Godel de la férmula)

» de la misma manera, toda demostracién en S se representa
con un nimero natural (se llama nimero de Godel de la

demostracion)
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Resultados previos

Teorema
Los siguientes predicados son primitivos recursivos

» var(x): x es el nimero de Gédel de una expresion que consiste
de una variable

» term(x): x es el nimero de Godel de una expresion que
consiste de un término

» form(x): x es el nimero de Godel de una férmula de
FORM(L)

» axSQi(x): x es el nimero de Godel de una instanciacion del
i-ésimo axioma de SQ~

» axSi(x): x es el nimero de Gédel de una instanciacion del
i-ésimo axioma de S

» MP(x,y,z): z es el nimero de Godel de una expresion que
resulta de MP de las expresiones con niimero de Godel x e y

» dem(x) = x es el nimero de Godel de una demostracion de S
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Funciones expresables en S

Una relacién R C N” es expresable en S si existe una férmula ¢

con (unicas) variables libres x, ..., x, tal que para todo
ki,...,kpeN:
» si R(ki,...,kn) es verdadero en A\ entonces
St (k... kn)
» si R(ky,...,kp) es falso en N entonces

St =k, .., kn)

Teorema
Toda relacion computable es expresable en S.
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Consistencia y w-consistencia

Sea ' C FORM(L)

I es consistente si no existe ¢ € FORM(L) tal que

M= y M-
[" es w-consistente cuando
si ' o(n) para todo n, entonces I' I/ (Ix)—¢(x)

Proposicién
Si T es w-consistente entonces [ es consistente.

Una teoria es ' completa si para toda sentencia o, [ Fpol - —p
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La formula de Godel

W(e,y) : e esel nimero de Godel de una férmula ¢
con una Unica variable libre x; y ademas
y es el nimero de Godel de una demostracién en S de (€)

El predicado W : N2 — {0,1} es primitivo recursivo, luego es
expresable en S por una férmula W(x1, x2). Consideremos
elxa) = (V) W(x, x2)
= “la férmula con nimero de Godel x; instanciada en Xy
no es demostrable en S”
Sea m el nimero de Godel de ¢(x1). Consideremos
(M) = (Vo) W(m,x)
= “la férmula con ndmero de Godel m instanciada en m
no es demostrable en S”
= “p(m) no es demostrable en S”
= "yo no soy demostrable en S”
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Teorema de incompletitud de Godel (1931)

Recordemos que m es el nimero de Godel de
p(x1) = (Vx2)=W(x1, %)

Teorema

1. si S es consistente, St/ o(m)

. . _ si S es w-consistente, es incompleto
2. si S es w-consistente, S I/ —p(m) } P

Demostracidn.
L Sup. S (¥x0)=W(m, X2) » como S es consistente,
» sea k el nimero de Godel de S 1 (Vx)-W(77, x2)

alguna demostracién en S » W(m, k) es falso para todo k
» W(m, k) es verdadero S+ —W(m, k) para todo k

2. Sup. S+ =(Vxo)-W(m, x2)

v

> Sk W(ﬁ, k) _ » como S es w-consistente,

> como S = (V) W(m, xo) S (Ixe)——W(m, x)
por SQ4, 5 - =W(m. k) > S (Vxe)=W(m, x)

» S es inconsistente > S b —p(m)

Decimos que ¢(m) es independiente
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Férmulas verdaderas en N pero no demostrables en S
Recordemos que m es el nimero de Godel de
p(x) = (Vx2)=W(x, x2)
de modo que
p(m) = (Vx2)=W(m,x2)
= ‘“p(m) no es demostrable en S"
> si p(m) fuese falsa en N (i.e. N [~ o(m)), p(m) seria

demostrable en S, pero acabamos de ver que esto no es asi
» entonces () es verdadera en N, pero no demostrable en S:

NEpm) y  SHe(m)

> esto no contradice el teorema de completitud:
S [~ o(m) si S o(m)
N——

hay un modelo de S

en donde (™) es falsa
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Teorema de Godel-Rosser (1936)

Teorema
Si S es consistente, es incompleta.

Una teoria I es recursivamente axiomatizable si existe una teoria I
tal que “jx € I'?" es computabley I @ sii ' ¢

Corolario
Cualquier teoria recursivamente axiomatizable que extiende a S es
incompleta.
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Teorfas completas para N

Sin embargo, es posible dar teorias completas que capturen todas
las verdades de N/

Para £ ={0,S,+, -} con igualdad, existe ' C FORM(L) tal que
M=psi N E e

= (N o)

" es completa, pero no es decidible.

262



Aritmética de Robinson (1950)
Lenguaje £ = {0,S5,+,-}.

» axiomas (para x,y € VAR)

v

v

R1.
R2.
R3.
R4.
R5.
R6.
R7.

S(x)=5S(y) > x=y
0 # S(x)

x#0— (3y)x=S(y)
x+0=x

x+5(y) =S(x+y)
x-0=0
x-5(y)=(x-y)+x

definimos la teoria R:

R= {w : 7 es instanciacién de alguno de estos 7 esquemas}

R es una sub-teoria de S

R no tiene axioma de induccidn

R es incompleta
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Aritmética de Presburger (1929)

Lenguaje £ = {0, S, +} con igualdad. Sin -

» axiomas (como S pero sin S5 ni S6):

S1. 0 # S(x)

S2. S(x)=S(y) = x=y

S3. x+0=x

S4. x+S(y)=S(x+y)

S7. (/0] A (vx)(p = #l/SCAN) — (¥x)o

» definimos la teoria P:
P = {4 : ¢ es instanciacién de alguno de estos 5 esquemas}

» P es completa
> P es decidible
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Cuerpos real cerrados - el sistema RCF

vV VYV V VvV VY vYVYY

Lenguaje £ = {0, +, —,
(Vx,y,2) (x+y)+z=x+(y+2)
(Vx) x +0=x

(Vx) x—x=0

(Vx,y) x+y=y+x

(Vx,y,2) (xv)z = x(yz)

(Vx) x1 =x

(¥Vx) 1x = x

(Vx,y,2)

( z) (x+y)z=xz+yz

x(y+2)=xy+xz

» RCF es una teoria completa.

vV vvyyYy

v

> (VXl...

*} con igualdad

(Vx,y) xy = yx

0#1

(Vx)(x #0 = (3y) xy =1)
(Vx1...%n) X} 4+ -+ x2 # —1 para
todo n >0

(Vx)3y) (x =y* vV —x = y?)

xn)(3y) y" 4+ xay" 4+
Xn—1Y + Xp = 0 para todo n impar

» Si R son los reales estandar, entonces R = ¢ sii RCF F ¢

para toda sentencia ¢

» RCF es decidible (decidir si RCF - ¢ o RCF I/ ) pero con

complejidad muy alta: peor que cualquier torre 22"
es la longitud de la formula ¢

, donde n

265



